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Teoría de ecuaciones 


CARDANO, GEROLAMO (1501-1576) 


Médico, matemático y astrólogo italiano cuya obra 
Ars Magna (1545) marcó el inicio del periodo 
moderno del Álgebra. Nació en Pavía. Fue 
nombrado catedrático de Medicina en Pavía en 
1543 y en Bolonia en 1562. Sus actividades 
astrológicas incluyeron un horóscopo de Cristo. En 
1570 fue detenido por la Inquisición acusado de 
herejía, aunque pronto se retractó y recibió una 
pensión del papa Pío V. Cardano escribió más de 
200 tratados, pero los más famosos fueron su Ars 
Magna, que contiene las primeras soluciones 
publicadas de ecuaciones de tercer y cuarto grado, 
y el Liber de ludo aleae, que contiene algunos de los 
primeros trabajos sobre probabilidad, en los que 
aplicó su experiencia como jugador. 


Unas semanas antes de su muerte finalizó una 
autobiografía, De propria vita, que adquirió cierta 
fama. Su vida personal fue trágica: uno de sus hijos 
fue ejecutado en 1560 por sospecha de asesinato 
de su propia esposa, y otro de sus hijos pasó por la 
cárcel en numerosas ocasiones por diferentes 
delitos. Una historia afirma que Cardano se suicidó 
al no cumplirse su predicción astrológica de su 
propia muerte, aunque esto último lo más probable 
es que se trate de una mera invención. 


Si ax?+bx+c=0; az0 


be? -4ac 
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Las ecuaciones y los adivmadores del pensamiento 


Cierto día un niño le pide propina a su padre y éste contesta que no tiene dinero. Ante esto, el 
hijo propone adivinar la cantidad de dinero que lleva su padre en el bolsillo, con la condición de que 
si adivina, el padre se compromete a darle la cuarta parte. Como el padre acepta, el hijo indica que 
realice las siguientes operaciones: 

Multiplique la cantidad de dinero por 4, sume 20, multiplique por 3, reste el doble de la cantidad 
inicial de dinero, reste 40, multiplique por 10, sume 100 y que diga el resultado. 

A este resultado resta 300 y divide 100 y ya esta adivinado. 


Explicación: 
Cantidad de dinero que tiene el padre =x 
Multiplique por 4 4x 
Sume 20 4x+20 
Multiplique por 3 12x+60 
Reste el doble de la cantidad inicial (2x) 10x +60 
Reste 40 10x+20 
Multiplique por 10 100x+200 
Sume 100 100x+300 


Finalmente al quitarle a este resultado 300 v luego dividirlo entre 100; se obtendrá x que es la 
cantidad de dinero que tenía el padre. 


Teoría de 
ecuaciones 


OBJETIVOS: j : 3 E 
Examinar los. conocimientos, a rapidez, el criterió y la madurez en el manejo de 9s expresiones. 
Matemáticas. «“-* : 
+ «. Desarrollar la habilidad para despejar incógnitas... : 
. Optimizar la aplicación de la teoría enla resolución de cualquier po, de ecuación. 


INTRODUCCIÓN 

Hace cinco mil años, en el país de los sumerios, cerca del Golfo Pérsico, se dieron las primeras 
dificultades matemáticas que necesitaban ser interpretadas bajo ciertas igualdades. Esto dio inicio a las 
primeras relaciones que, posteriormente, los matemáticos dieron el nombre de Teoría de Ecuaciones. 

Con el afán de resolver las ecuaciones se han creado nuevas teorías, nuevos conceptos, nuevos 
conjuntos numéricos. El método de resolución de las ecuaciones de primer y segundo grado fueron 
descubiertos por los matemáticos sumerios y babilonios (tres mil años a.C.) y por Diofante (329 - 410 
d.C) fundador del Álgebra, por los hindúes y, finalmente, por los árabes (siglo IX). Este método forma 
parte del más antiguo patrimonio matemático de la humanidad. La ecuación de tercer grado dio ocasión 
a Cardano (1501 - 1576) y a Tartaglia (1499 — 1557) para inventar los números complejos en el siglo XVI. 
Ludovico Ferrari (1522 — 1565), discípulo de Cardano, encontró el método general de la resolución de la 
ecuación de cuarto grado. Posteriormente, René Descartes (1596-1650), sabio y filósofo francés, inventor 
de la Geometría Analítica descubre otra forma de resolver la ecuación cuártica. 

Como es lógico, los matemáticos trataron de resolver las ecuaciones de grado superior a cuatro 
(quinto grado, sexto grado, ... de grado n). Este estudio tenia un interés doble, ya que hubiera constituido 
un gran logro encontrar un método general de resolución para todas las ecuaciones de una incógnita, 
cualquiera sea su grado. 

Tras muchos intentos se llegó a la conclusión de que las ecuaciones de quinto grado o superior 
eran imposibles de resolver sólo usando cálculos algebraicos. Un médico italiano de Bolonia, Paolo 
Ruffini (1765 - 1822), había tratado de demostrarlo en 1798, en su Teoría general de las ecuaciones; 
pero la demostración resultó incompleta. Al cabo de unos años, el joven matemático noruego Abel 
(1802 - 1829) descubrió el teorema que lleva su nombre en 1824 y dice: “Es imposible resolver 
algebraicamente las ecuaciones generales de grado superior a cuatro”. 

Este teorema fue reforzado por Evariste Galois (1811-1832), matemático francés, fundador de la 
teoría de los grupos. 

Dado que los matemáticos no lograron encontrar métodos generales de resolución para ecuaciones 
de grado superior a 4; trataron de responder ciertas cuestiones como: 

+ ¿Cuántas raíces positivas posee una ecuación? 
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+ ¿Cuántas raíces reales o complejas posee una ecuación? 
+ Dados dos números a y b, ¿cuántas raíces de una ecuación dada están comprendidas entre a y b 

(problema de la separación de las raíces de una ecuación)? 

Desde este punto de vista los dos teoremas fundamentales son el de René Descartes y el teorema 
fundamental del Álgebra (K. Gauss-D'”Alambert). Este teorema fue enunciado por Girard en 1625, sólo 
realizó una demostración incompleta por parte de D'Alamber (1 746). La primera demostración completa 
fue establecida por K. Gauss (1 799). Después Cauchy, Weierstrass y Kronecker dieron otras 
demostraciones. El teorema de Gauss-D'Alambert se enuncia: “Toda ecuación polinomial de grado n 
posee por lo menos una raíz (compleja o real)”. El francés Michell Rolle (1 625-1 749) trató de resolver 
las ecuaciones mediante un procedimiento denominado “Método en cascada”, que, posteriormente, 
se llamaría “Cálculo por métodos numéricos”, utilizando el cálculo diferencial. 


ENUNCIADO Y PROPOSICIÓN 200% 


Un enunciado es una proposición que puede Ejemplos: 
ser calificada como verdadera o falsa. L Si 2x-1=7 >= x=4 
Ejemplos: Enunciado verdadero 
LL 1P4+2%+3%44?=2%2 


2. +2 es un número racional 


2. +42 =5x Enunciado falso 


Una proposición es toda una combinación de 


; h $ Estos enunciados son traducidos a la forma 
enunciados conectados con ciertos símbolos 


simbólica, así: 


matemáticos. L La diferencia de dos números x - y. 
Ejemplos: IL. El triple de un número aumentado en 5 
Lo x=V3 v x=-V5 3x+5. 
2. 2+4+6=12 1 12eZ Il. La raíz cuadrada del doble de un número 
aumentado en 1. 

ENUNCIADOS ABIERTOS Vax+1 

Son enunciados formados por variables y IV. Los cuadrado de tres números consecutivos. 
constantes que pueden ser verdaderos o falsos, 2; (+1); (+2)? 


según la asignación de valores a las variables. 


A har 


ECUACIÓN - 20 
¿Qué es una ecuación? Ejemplos: 
Es un enunciado abierto, por ejemplo: LL. 6x+3"=412* 
4x+16=5-x 


4 
La cual será verdadera o será falsa dependiendo 2. tanx- 3 AS 


de los valores que se atribuya a x. 
En otras palabras una ecuación es la igualdad de 3... —————zwvx+l 
dos expresiones matemáticas, donde existe por 2+ 
lo menos una variable. 


4. x+49x-1=0 
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Teoría de ecuaciones 


1. SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN 

Es aquel valor que toma la incógnita y 
convierte la ecuación en una identidad, es decir, 
hace verificar la igualdad. 
Ejemplos: 


1. Seala ecuación 3%” = + 6 


x=4 => 300=3+6 Lin (E) 
x=9 > 351246 os (v 
Entonces x = 9 es una solución. 
2. Seala ecuación 4+3x+4 =0 
x=0=> 043(044=0 mm. (F) 
x=1=> 143,144 =0 mmm. (F) 


=-1 > EDEN =0 cnn. 10%) 
Entonces, x = —1 es una solución. 


2. CONJUNTO SOLUCIÓN (C.S.) 
Es el conjunto donde todos los elementos son 
una solución de la ecuación en discusión. 


Ejemplos: 


l.. Gx-D Q+D (6x+5) =0 
Esta ecuación se verificará sólo si: 


E 

x= a Y x= l v x= 6 

1 5 
Ent ¿.OS.= 42-=1;-- 
onces 3 | 
6 sú ; z 

2. 3 =0, esta ecuación no admite algún 

valor para x. 


Entonces, C.S.= 4 (conjunto vacío) 


1. POR SU ESTRUCTURA 

Depende del tipo de expresión o expresiones 
matemáticas que definen a las ecuaciones. 
Pueden ser algebraicas o trascendentes. 


a) Ecuaciones algebraicas 
Si las expresiones que definen a la ecuación 
son algebraicas, pueden ser: 


Polinomiales: 3x%-5x+7 = 0 


2x-1 
ae +x=x+1 


Irracionales: Y3-x +x2+1 =Y/2x-1 


Fraccionarias: 


b) Ecuaciones no 
trascendentes 
Si al menos una expresión es no algebraica o 
trascendente, pueden ser: 


algebraícas 0 


Exponenciales: 3! = 3x+2 


3x 
Trigonométricas: 5sen 5) = COSX 


Logarítmicas: 3xlog,(x/5)= $ 


2. POR SU CONJUNTO SOLUCIÓN 


a) Ecuación compatible 
Es toda ecuación que al menos tiene una 
solución. 


+ Si el número de soluciones es finito se 
llama compatible determinada. 


$ q LE 
(5x-1) (2x+3)=0 => cs (5: ) 


» Si el número de soluciones es infinito se 
llama compatible indeterminada. 


(7x-/x) =1 > (1123;...) 


15 


Lumbreras Editores 


Álgebra 


b) Ecuación incompatible 
Es aquella ecuación que no tiene solución, 
es decir, su conjunto solución no tiene 
elementos. Se llama también ecuación 
absurda o inconsistente. 
5 5 


—— +2x =4+—— 
x-2 x-2 


Nunca se verifica, pues no existe algún valor 
de x que haga cierta la igualdad. 


Resolver una ecuación significa hallar el conjunto 
solución, es decir, hallar todas las soluciones de la 
ecuación que puede ser algebraica o trascendente. 


c) Ecuaciones equivalentes 
Dos o más ecuaciones son equivalentes si 
están en una misma incógnita y tienen el 
mismo conjunto solución. 
Ejemplos: 


LL 458 > cs.= (27) 


2. (0-DG+D-5x=- (340) > CS.= (23) 

Luego, las ecuaciones anteriores son 
equivalentes, puesto que tienen el mismo 
conjunto solución. 


Es aquella ecuación que presenta la siguiente 
forma general: 


Donde: 
ay; a,; a); - ..a, sonlos coeficientes, x es la incógnita. 


El grado del polinomio determina el grado de 
la ecuación, así: 
/2x+1=0 
Ecuación lineal o de primer grado 
5 -3x+7=0 
Ecuación cuadrática o de segundo grado 
16” - 5x+2=0 
Ecuación cúbica o de tercer grado 


Raíz de un polinomio 

Sea P(x) un polinomio no constante, diremos 
que « es una raíz del polinomio P(x) si P(a)=0, 
es decir, a. es una raíz del polinomio P(x) si el 
valor numérico de P(x) en x=a se hace cero. 
Luego. PQ) =(x-0) qGo) 
Ejemplos: 
i. SeaP(x) =x%-5x+4 
Vemos que P(1) =0 => 
polinomio P(x). 
PLO = 1 +3x2-2x-6 para x= /2 se obtiene 
P142)=0 = 42 es una raíz del polinomio. 


1 es una raíz del 


a 


*6 


A las soluciones de una ecuación 
a polinomial, se les llama también 
: raíces del polinomio. 


Raíz múltiple de un polinomio 
Sea P(x) un polinomio no ae € constante, 


es una raíz de multiplicidad k. Si y sólo si (x-—0)* 


es un factor de P(0) y (x-0)**! noes factor de P(x). 


Ejemplo: 
SeaP(x) = (2x-D)(5x+3)M(x+2)* del cual se dirá: 


1 
(2) es una raíz de multiplicidad 3. 


3 pes 
55 es una raíz simple. 


—2 es una raíz de multiplicidad 4. 


Las soluciones de la ecuación P(x) = 0 son 
las raíces del polinomio P(x), aunque en cantidad 
difieren. 


Si una raíz es de multiplicidad k, 


+ significa que la raíz se repite k veces. | 
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Así: PGO)=G-2Y (3x+1) (+2)? 


La raíz x=2 se repite 3 veces 


1 
La raíz x= 3 es simple 


La raíz x=-2 se presenta 2 veces 
Pero el C.S. de P(x)=0 es (2 5 -2) 


El número de soluciones de P(x)=0 es igual 
al número de elementos del conjunto solución. 
Ejemplo: 

Sea PG) = (x-1m)? (x+3) (x- 4) 
soluciones de P()=0 y raíces de P(x) 

x= fm raíz doble (2 veces) 

x=- 3 raíz triple (3 veces) 

x=4 raíz simple (1 vez) 

Entonces, existen 3 soluciones pero 6 raíces. 
Se concluye: 


Todo polinomio de grado n (cualquier tipo de 
coeficientes numéricos) tiene al menos una 
raíz, que generalmente es compleja. 


Corolario 
Todo polinomio de coeficientes numéricos y grado 


n tiene exactamente n raíces (contadas con la 
multiplicidad). 


Del teorema y el colorario se concluye que 
toda ecuación polinomial tiene solución, por lo 
tanto será compatible. 

Así mismo toda ecuación polinomial tiene n raíces 
contadas con su multiplicidad, es decir, será 
compatible determinada. 


Ejemplo: 
PLO=4é5x+1 
Q0)=2x"+21+3 tiene 7 raíces 


tiene 5 raíces 


Veamos casos particulares, luego se podrá 
generalizar para ecuaciones polinomiales de 


grado n. á 


Teoría de ecuaciones 


1. ECUACIONES LINEALES 
Llamadas también ecuaciones polinomiales 
de primer grado, cuya forma general es: 


Ejemplo 1 
Resolver Ax+B=0 


Resolución: 
Aplicando (-B) miembro a miembro (m.a.m.) 


Ax+B+(-B) =0+(-B) 
0 


Ax=-—B 
Multiplicando por A! m.a.m. 


B 
A 'Ax=A"(B) => x= e 


Ejemplo 2 
3x-1 x-1 x 
Resolver + +2%4=1 
id y 5 
Resolución: 


Multiplicando por 30: 
15(3x-1) +10(x-1) +6x=30 
45x-15+10x-10+6x=30 
61x-25=30 = 6lx=55 
55 


x= — 
61 


Ejemplo 3 
Resolver la ecuación en x: 


x-m ¿ANP x-qr_ 
N+p+q+r q+r+m m+n+p 
Resolución: 


Como 3=1+1+1 y pasando arestar 1 a cada fracción. 
x-m 


A Nas dei 
n+p+q+r 


m+n+p 


AU e 
q+r+m 


1=0 


AMAN Tr, XA-M-P-q-1-M,x-1-q-m-n-p_ 
n+p+q+r q+r+m m+n+p 


0 
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Factorizando x-m-—n-p-q-r 


O a + ! ) 
N+P+Gq+Tr Gq+r+m me+n+p 


De donde x-m-n-p-q-r=0 
. X=M4N+p+Q+r 


Ejemplo 4. 


Resolver E+E4+ 4% 4% 4% - 
esover 2*6*12*20*30 42 


Resolución: 
Factorizando x: 


26 12 20 30 42 


ESA 


K(k+D k kz+1 


En el problema: 


VIEIRA) 


Ejemplo 5 
Luego de resolver enx (p*++q) 
Xx 
Pr 9 PP o ab 


Resolución: 
Transponiendo términos y agrupando: 


É 3-0 


x ox a+b 
—=+==1 => x| — [=1 
a b ab 


2. ECUACIONES CUADRÁTICAS 
Llamadas también ecuaciones polinomiales 
de segundo grado, cuya forma general es: 


Para resolver una ecuación cuadrática se hace uso 
de la factorización por el aspa simple. Así: 
Resolver Ax*+Bx+C =0 
Factorizando se obtiene: 

A(x-—xMx-x,) =0 
De donde x-x,=0 v x-x,=0 
> X=X, V X=X, 
“. C.S.=[x1;x2) xy; xz se llaman raíces de la 
ecuación polinomial cuadrática. 


Ejemplo 1 
Resolver 3x2+x-10 =0 


Resolución: 
Factorizando 3x?+x-10=0 


> 
x 2 
> (Bx-5Mx+2=0 > x=2 vx=-2 


5 
. CS, =42;-2 
$ 


Ejemplo 2 
Resolver: 4x2-28x +49 = 0 


Resolución: 
El trinomio es un cuadrado perfecto 


7 
Qx-7T?=0 => x= 3 (solución única o raíz doble) 


cos-lg 


Ejemplo 3 
Si una raíz de la ecuación x?-(a+1Dx-5=0 es 
2. Halle la otra raíz. 


Resolución: 
Si2esunaraíz => 2-(a+D-:2-5=0 


> 4-2a0-2-5=0 => a=-= 
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Luego, la ecuación queda: x? (23 !)r=> =0 
> 2x?+x-10=0 
de da 
x -2 


De donde la otra raíz es - ; 


Fórmula general de solución 


El conjunto solución de toda ecuación 
Ax2+Bx+C=0, Azx0es: 


a -4AC .-B-4B?-4AC | 


2A á 2A 


Demostración: 

De Ax?+Bx+C=0; A%0 

Multiplicando por 4A para completar cuadrados. 
4A?x? + 4ABx +4AC=0 
(2Ax)'+2(2Ax(B))+B*-B*+4AC =0 

(2Ax+BY =B?-4AC = 2Ax+B=+4B? - 4AC 


_B +4/B? -4AC 


3 xXx 


2A 
sa -B+vVB?-4AC -B-y4B?-4AC 
a 2A i 24 
Ejemplo 1 


Resolver 3x2-2x+1 =0 


Resolución: 
Como no es factorizable en Q, lo más razonable 
sería aplicar el teorema anterior (fórmula general). 


y. 2) CY -460 _ 2:48 
6 


2(3 
. z 1442 1-42 
scan 3] 


Ejemplo 2 
Resolver x? -/2x-5=0 


Resolución: 
Usando la fórmula general: 


AAN 405) _ JE Za 
2 2 


“« CS.= pez A 
: 2 : 2 


Discriminante (A) 
En la ecuación AX*+Bx+C =0, AZ0. 
Se llama discriminante a la expresión 


Ejemplo 1 
Halle el discriminante de: 3x2-5x+7 =0 


Resolución: 
Por definición: 


A= (5) 4(31(7) = 25-84 = -59 
z. A=-59 


Ejemplo 2 
Halle el discriminante en: 21:2+3x-i=0/i=Y-1 
Resolución: 
A = 324(2)Gi) = 9+(8i2) = 9-8 
“. A=1 
(de Cardano-Viete) , 


En la ecuación Ax?+Bx+C = 0, AX*0 de 
raíces X; , X, se cumple: 


£ B 
IL.  Sumaderaíces: X¡ +X, SR 


IL  Productoderaíces: x,-x,= 


C 
A 


HL Dela identidad de Legendre: 


(x, +Xo y (1 -X y =4X,Xo 
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Demostración Resolución: 
De la fórmula general, sabemos que: De la ecuación r+s=-—p, r.s=36 
fp2 fp? E. do-5 
e _>B+vB"-4AC , -B-YB"-4AC De la condición: -+-== 
! 2A 2A ros 12 
braco abra. a A 
Lo ox +x 2A + 2A 734 rs 12 36 12 


B 
> Xx +X AE 


5 Ejemplo 4 
Lo xx q +4B* -4AC ] -B-4B"-4AC ] Halle el valor de p si el C.S. de la ecuación: 
2A 2A 


2 
_(EBY-(B"-4AC) «ac Cc era (5) +1=0 es (0;0+I1). 


44? 4A A 
Resolución: 
A XX = A 2 
De la ecuación Xx, +X, = P+3;X¡X2 = (5) +1 
Uno 1 Del C.S. se tiene x,—x, = 1 
S = Í ] tiene: A : 
En 3x"-5x + 7 = 0 de raíces x,, x, se tiene Entaldénidadde Legends 
525 
=-o—u- 2 2 
AAA a (2 +x1) (0x1) = 4x,X, 
XX =5 2 
(p+3)?-1 a EÑ) 
Ejemplo 2 
< 2 2 
Si x,, x, son las raíces de la ecuación 37 +2x-4 = > p +6p+9-1=p"+4 = 6p=-4 
0. Halle (x,+5) (x,+5) 2 
“p= 3 De 
Resolución: 
Se pide (x,+5) (x,+5) Ejemplo 5 
= XX +5(x,+xX2)+25 Halle el mayor valor de a en la ecuación: 
Usando el teorema se tiene: - (2a+4)x+a?+8=0 
. EN dE 3-3)" 25 si una raíz es el triple de la otra. 
14 61 Resolución: 
= ET +25= 3 Sean las raíces: k, 3k 
Por el teorema: 
Ejemplo 3 k+3k =24+4 => k=>+1 
Si r y s son las raíces de "+px+36 = 0 tal que 
- 2 pe 
E alien: k3k =a+8 => 3241] =a?+8 
rs 12 2 
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7 
= 3 ajenas 


2 
> A +da+r3=a%+8 


2 
> 2 -3a+5=0 
4 


a?-12a+20=0 
(a -10)(a -2)=0 
-- Amayor = 10 
"TEOREMA (Analidis deiás raíces) 3% 
En la ecuación Ax?+Bx+C =0, AXx0 de 


coeficientes reales, raíces xX¡, X y 
discriminante A= B?-4AC se cumple: 


L SiA>0>9x,meRAx*x 


IL Si A=0 Sx,x%€R AX =2, 


IIL Si A<0<>x,9eRAx=x 


Ejemplo 1 

En 2-5x-1=0 

Su discriminante A = (-5)?-4(-2) = 33 > 0 
> Las raíces x,, x, son reales y diferentes. 


Ejemplo 2 

5-2x + 7=0 

La discriminante A = (-2)- 4(5X(7) < 0 
> Las raíces no son reales y conjugadas. 


Ejemplo 3 
Si a, $ son la raíces de: x? -(v7- 1x +5=0 
Halle | a] +18] 


Resolución: 
Analizando su discriminante 


2 
A=(v7-1) -4(5)<0 => a,$ son no reales y 


conjugadas, es decir a=f . 


Del teorema: a-PB=5 = 0-G=5 => |aj?=5 


Teoría de ecuaciones 


> |a]=v45 
Además, como a.=B => |aj=]B]=]B] 


Ja ]+]BlV5+45 =24435 


Formar la ecuación cuadrática a partir de las 
raíces Xx, % 


Sean las raíces x=x, y x=X, 
> x-Xx=0; x-x,=0 
> (x-xMx-x,)=0 
De donde la ecuación es: 


Ejemplo 1 
Formar la ecuación cuadrática de raíces: 
a) 5;-3 


Cc) 3+43, 3-43 
d) 4+i, 4-i 


Resolución: 
a) La ecuación es (x-5) (x- (-3)=0 


=> x?-2x-15=0 


3 7 2 
bl x -(5+7)e+0(7)-0 


*-Óx+21=0 => 2x?-19x+42=0 


c) x* -(3+43+3-43)x+(3+/3)(3-/3) =0 


x2-6x+43-3=0 => x?-6x+6=0 
dd) (4+i44-1)x+(4+1)(4-1)=0 
lx +4+1=0 > 128x+17=0 
Ejemplo 2 
Sia, bsonlas raíces de la ecuación 44 -2x+3=0 


Halle otra ecuación cuadrática en y cuyas raíces 
sean 2a-1 y 2b-1. 
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A Q E >= II PBebra 


Resolución: 
De la ecuación 41%-2x+3=0 = 


La ecuación buscada es: 
y -(2a-1+2b-1)y + (2a-1) (2b-1)=0 
y -(2(a+b)-2)y +4ab-2(a+b)+1=0 
De la ecuación anterior 


palau 


-. La ecuación buscada es: y"+y+3=0 


Interpretación geométrica de 
y=AR+Bx+C 

Sea y = Ar+Bx+C, Az0 y coeficientes reales. 
El comportamiento geométrico de y depende de 
su discriminante (A ), así: 


A>0 
A>0 AS 
y y 
1 1=2% x=X, 
A>0 A=0 A<0 
y 
15% x=% 
Y > 
A<0 A<0 
A<0 


Todo polinomio cuadrático y=Ax?+Bx+C, de 
coeficientes reales, geométricamente tiene un 
comportamiento parabólico, es decir, su gráfica 
es una parábola como se indica en el gráfico. 


. EM sequia ES 
Dos ecuaciones cuadráticas Ax?4+Bx+C =0, y 
Mx2+Nx+P = 0 son equivalentes, es decir, 


1 tienen el mismo conjunto solución si: 


Demostración: 
Mi +Nx+P=0 y Ar*+Bx+C=0 son equivalentes, 
si Ar+Bx+C=k(M+Nx+P), k=cte. 
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Dos ecuaciones cuadráticas Ax?+Bx+C =0, y 
Mx?+Nx+P =0 tienen una solución común si: 


Ejemplo 1 

Las ecuaciones 31-5x+2 =0 y 9x2-15x+6son 
j l tes 3 = EE = 2 

equivalentes ya que 5% 

Ejemplo 2 


Calcular (n-m) si las ecuaciones: 
(2m + Dé - (3m-1)x+2 = 0 
(n +2)- (2n+Dx-1 =0 
son equivalentes. 


Resolución: 
Si son equivalentes: 
2m+1_3m-D_ 2 
n+2 -—(2n+1) -1 
De donde se tiene: 


El 2 2M+2M== 2... (a) 
n+2 
SA (8) 
2n+1 
2(0)-(B):  4m+4n-3m-4n = -10+1 
== m=-9 
13 
En (0): 2€9+2n=-5 = 1 


CAPÍTULO 1 


3. ECUACIÓN CÚBICA 
Llamada también ecuación polinomial de 
grado 3 cuya forma general es: 


Mediante el teorema fundamental del Álgebra y 
su colorario, la ecuación tiene 3 raíces, 
denotaremos por X;, Xy, Xz. En tal caso, la 
ecuación factorizada será: 


AGexpYOex) Gx) =0, AZ O 
Equivalente a: 
(xy + +9)? + (27 X, + X1Xg + X9Xg )x —xX9X3 =0 


de donde se observa: 


REMA DECARDANO-VIETES>' 


En toda ecuación Ax3+Bx?4+Cx+D = 0, de 
raíces x, ,x,,x, se cumple: 


B 
Il. Sumaderaíces: Xx, + X¿ +Xg = = 
II. Sumadeproductos binarios de las raíces: 
el 
X¡Xg FX] Xg +X9X3 E 


IL. Producto de las raíces: 


D 
X¡X9X3 aa 


Ejemplo 1 

En 4-5x-4=0 

Factorizando por divisores binómicos el polinomio 
se anula para (-1). 

Luego, por la regla de Ruffini: (ver tomo D. 


Se tiene [x ES =x- 4] =0 


Teoría de ecuaciones 


(+D(é-x-4)=0 1+ 417 


De donde C.S. = A 


Donde, efectivamente, se verifica el teorema de 
Cardano-Viete. 


Ejemplo 2 
Sia, b, cson raíces de x7-2x+5 = 0 
Halle el valor de: 


al+b?4+c? 
abi e 


Resolución: 

Del teorema de Cardano-Viete se tiene: 

L a+b+c=0 

IL. ab+ac+bc = -2 

II. abc=-=5 

Usando las identidades condicionales con 
a+b+c=0 tenemos: 


a+b?+c? =-2(ab+ac+bc) =-2(-2) = 4 
A+bi+e? = Babe = 3(5) =-15 


E 
cabe 15 15 
Ejemplo 3 


Si una de las raíces de: x*-(2k-1)x+3k = 0 es 2. 
Halle el producto de las otras dos. 


Resolución: 

Como una de las raíces es 2, se tiene: 
2-(2k-D2+3k=0 > 8-4k+2+3k=0 

De donde k=10 


Por el teorema de Cardano-Viete 
Xx X9X3 =-3k => 2x,xj =-30 


2. Xoxg =-15 
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Solución general de la ecuación cúbica 
Sea la ecuación: x+axrl+bx+c =0 


L  Buscaremos eliminar el término cuadrático 
haciendo el siguiente cambio de variable: 


3.3 con lo cual se obtiene la 
Y, 


ecuación: 


, Mamada cúbica incompleta. 


Il. Supongamos que la ecuación cúbica 
incompleta tiene una solución de la forma 
y+z. Luego por definición de solución: 
G+2P+pt+q=0 > y +23 +3yz(y+z)+pt+q=0 

t 
> (y +23 +q)+(3yz+p)t =0 
El cual verifica si y*+2%4+q=0 
3yz+p=0 
p? 


Con lo que y'+2*=-q a yz? = 7 


tl. Conociendo la suma y la multiplicación de 
yo, z se puede toas una ecuación 
cuadrática de raíces y?, 2*, 


P-U+2)r + yz = 0, es decir: 


o. llamada ecuación resolvente 


De donde: 


E 3 

p 
-a+ al E 
q+, la? 27 
r= 


,= 
2 
como y”, z* son las raíces de esta ecuación: 
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vil. 


Cue 
| 
| 


Definición (Discriminante) 


2 3 
A la expresión -108 (3) (5) ] se llama 


discriminante de la ecuación cúbica 
incompleta Y+pt+q = 0. 


Como t = y+z, se tiene: 


Esta solución se conoce generalmente como 
la fórmula de Cardano, ya que fue publicada 
por primera vez por él en la obra Ars Magna, 
en 1545. Cardano obtuvo la solución de 
Tartaglia, pero la solución original de la cúbica 
parece deberse originalmente a Scipio Ferreo, 
alrededor del año 1505. 


En (D la solución lei de la cúbica es: 


De la teoría de números complejos, se tiene: 


m, =k 
Si: m=Yn => m, = kw 

my = kw? 
donde: kó=n, w= 1,4; 


Usando (VI) la solución de Y+pt+q = 0 con 
22)48) es: 
A cl 
(9-3 +Yaws pida 
5% CADA MEMO 


O ER 


AI ANDO 


CAPÍTULO 1 


Teoría de ecuaciones 


Ejemplo 1 
Resolver x*-15x-126=0 


Resolución: 


L Sea x=y+z la solución de la ecuación, se tiene: 


(y +2) -15x-126=0 
> y +24+3y2(y+2)-15x-126=0 
AS 
x 
> (y*+2*-126)+ (3yz -15)x =0 
Cumpliendo cuando y +2%=126 a yz= 
De donde: y*+2*=126, y?23=125 


IL. La ecuación resolvente (de raíces y, z>) es: 
'-126t+125=0 => t=125 v t=1 


Entonces, y =125,22=1 => y=5,2z=1 


Luego, 

O O 
=5w+ 2= + — == - — 
X¿=W+Ww á cl 2 a 
x=5w0'+w= 5, 143, + 1,4, 

2 2 Ze 2 


CS, = (6, -3+283i, -3-2431) 


Ejemplo 2 
Halle la raíz real de la ecuación x"+12x-12 = 0 


Resolución: 

Il. Haciendo x= y+z se tiene 
Y+2¿+3yzx+12x-12 =0 
Del cual se cumple si: 


Y+d=12 1 y=-4 > yz? =-64 


II. La ecuación resolvente es: '-12t-64 = 0 
Factorizando: (t-16)(t+4) = 0 


PT E 
=> y =16,22=-4 > y=Y16,2=-Ya 
. x=%H6-Ya 


22/ TEOKE: 
Sea la ecuació: 


deraíces Xx, %,x Y a-[5 


Se cumple: 
Si A<0=4x,%,x3) CR además todas 
distintas 


Si A=0 => [x,,%,x,) CR además x, x, 


- Si A>0>x ER, 2=% 4,3 EC-R 


Demostración: 


Recordemos que si y = Es +YA , z= La 
2 3 
Donde A (3) E las raíces son: 


X¡=Y+Z 5 X3SyW+ZWw*; X¿S yw +Zw 


Ly, 
con w= 23 


Entonces, se tiene: 


L SiA<0 = y,z sonimaginarios de la forma 
a+bi, a-bi, luego las raíces son: 
x =a+bi+a-bi => x,=2a 


xo=(a+bilw+(a-biw? = x,=-a-b yY3 


x= (a+bDw*+(a-bDw = x3=-a+b B 
Como se ve las tres raíces son reales, este es 
el caso llamado irreductible de la fórmula de 
Cardano, porque el cálculo de los tres valores 
reales a que se reduce la expresión compleja 
es preciso hacerlo trigonométricamente. 


IL Si A=0 se tendrá y=z y las raíces serán: 
X¡=y+2 => Xx =2y 
x=yw+zw" => x=y(w+w%) = x,=-y 
x=yw+zw => x3=y(w+w) => x3=-y 
Dos de las raíces son iguales. 


HL SiA>0 => y, z* son reales de las cuales y,z 
son sus raíces aritméticas. Entonces, las raíces 
SON: X,=Y+Z > Xx, =y+zZ 


25 


Lumbreras Editores 


Álgebra 


=yw+zw? => x= 248 
x¿=ZywW+Z4w => x= 12-52 HA 


Ejemplo 1 
Analice las raíces de la ecuación %-3x+2=0 


Resolución: 


2 3 
De donde concluimos por el teorema anterior que 
las tres raíces son reales, dos de las cuales son iguales. 
Verifiquemos resolviendo. 
Factoricemos x7-3x+2=0 por divisores binómicos 
ya que tiene por primera raíz a 1. 


2 3 
Vemos que A= 2 + 3 = 


(x-D0é+x-2)=0 = (-DG-D(+2)=0 
De donde, x,=x,=1, x¿=-2 


Ejemplo 2 
Analice las raíces de la ecuación x%-4x+3=0 


Resolución: 
34. (Y 
Vemos que A= 3 + 3 <0 por el teorema 


anterior concluimos que las tres raíces son reales 
y distintas. 

Verifiquemos resolviendo, factorizando por 
divisores binómicos. 


1.3 


Retomando el caso A<0, caso irreducible de la 

fórmula de Cardano, su solución tigonométrica 

es como sigue: 

Como x=y+z con y*=a+bi, 

solución, entonces: 
x=(a+b)'"+(a-b)% 

Haciendo: a=rco0s 0, b=rsen 6, de tal manera 


Z=abi es la 


que a?+b?=f, tan8 = 2 


Entonces, (a+bi)'*=[r(cos 8 +isen 0 )]? 
Luego, por el teorema de De Moivre (ver Tomo l, 
radicación en C forma polar, Cap. XIII). 


8 +2k: 
ronda a de 


] con k=0, 1, 2 


Cuyos valores son: 
9+2 0+4x 
Y co5 ) Y cis E) Pai 3 .) 


Asimismo los valores de (a-bi)'? son los 
conjugados de los resultados anteriores. En tal 
sentido, las raíces de la ecuación cúbica 
x+px+q=0 con A<O0 son: 


23/ cos= ; 23 co peto ) 23 cos 3 5) 


con 4=a?+b? y tan0 =b/a 


Ejemplo: 
Resolver la ecuación: 1%-3x+1=0 
Resolución: 
2 (_3Y 

Como A=|-|+|—]|<0 

2 3 ] 
Se sabe, entonces, que las tres raíces serán reales 
y distintas. 


Sea x=y+z la solución, después se tiene: 
yY+234+3yzx3x+1=0 => y+zo2=-1, yz=1 
Luego, la ecuación resolvente es U+t+1=0 


-1+4B1 27 


Después t=y"=——=cisE=a+bi,r=1 


27 kr 
=> y=cisi 2 37 |» k=0,1,2 


CAPÍTULO | 


Teoría de ecuaciones 


Luego, 
x= 200s| $) =1,530889 


=— 42m 
x, =2c053 =2c05% - 1879385 
z 3 9 


— +47 
x, =2c05-3— =2c05[ 4% |. 0,347296 
3 9 
Geométricamente 
Sea el polinomio P(x)=ax*+bx+c, a,b, c eR de 


raíces Xy, Xz, X3 y discriminante A. 


a>0 


4. ECUACIÓN CUÁRTICA 
Llamada también ecuación polinomial de 
cuarto grado y toma la siguiente forma general: 


Sean X;, Xy, Xz, Xy las raíces de esta ecuación, 
entonces, la forma factorizada del polinomio es: 


AGex Y Ox) Gx) lex) = 0 


Relaciones entre las raíces y los coeficientes del 
polinomio cuártico. 


Sea Axt+Bx3+Cx24+Dx+E = 0, A%0 de raíces 
X¡ ,X,,X3,X, se cumple: 


, B 
L  Sumaderaíces: X, +X¿+Xz +X¿=-=— 
z A 


IL. Suma de productos binarios: 
€ 
X¡Xg FX Xg ho. + XX =— 
A 
IU. Suma de productos ternarios: 
D 
X¡X9X3 +X¡X9Xg E... + XoX3Xg = E 


IV. Producto de raíces: 


X¡X9X3X, E 
Pa ==” 
A 


Ejemplo: 

Luego de resolver la ecuación x1-3x%-6x-2=0 de 
raíces Xy, Xy, Xg, Xq. Halle: 

LX +X¿+X3PX, 

IL. x,xXx3X4 


Resolución: 
+ Usando el teorema de Cardano-Viete. 


_0 
X¡FXy XFX ¿= “A =0 


2 
XXX =-2 


Verifiquemos hallando cada uno de las raíces 
factorizando x“-3,%-6x-2=0 por el aspa doble 
especial. 


+ 0x3 6x 2 SDT: -3x? 
A ST: x? 
y 27 1 Falta: -4x? 
=J> 
-2+2i =-14+1 
x2+2x+2=0 => x= en l " 
Xy =-1- 1 


x2-2x-l=0=  x 


2448 [x¿=1+4/2 
es p> =1-42 

De donde: 

Lx +x+x3+x = 1 + 1-14 1442 +12 =0 
IL x= IADEIDA + 2 (1/2 )=22 
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Solución general de la ecuación cuártica 
Sea la ecuación Ax'+BxX+Cx+Dx+E=0, Az 0 


A. Solución de Ferrari (1522-1565) 

La solución de la ecuación cuártica la obtuvo 
por primera vez el algebrista italiano ludovico 
Ferrari, discípulo de Cardano. 

Sea la ecuación x*+2px"+qx+2rx+s=0 se 
busca formar cuadrados perfectos. 

Sumando miembro a miembro (ax+b)? a fin de 
que ambos miembros sean cuadrados perfectos. 
x+2px4+(q+a di +2(r+ab)lx+(s+b?)=(ax+b) 
Supongamos que el primer miembro sea 
(é+px+k)Y?. 

Por identidad de polinomios: 

p?+2k=q+a? kp=r+ab, k?=s+b? 
Eliminando a y b de estas ecuaciones tenemos: 

(pk-1)*=(p*+2k-g)(-s) 

Formándose la siguiente ecuación cúbica. 
91 + Apr) pisas 70. 
De esta ecuación cúbica puede hallarse siempre 
un valor real de k, con lo cual a y b quedan 
determinadas y como: 
Ce+px+k)D=(ax+b? => d2+px+k=:+(ax+b) 
Luego, los valores de x se obtienen de las 
ecuaciones cuadráticas. 
x+(p-a)lx+k-b=0 
+(p+al+k+b=0 


y 


Ejemplo: 
Resolver la ecuación: x*-2x*-5x? +10x -3=0 


Resolución: 
Sumando m.a.m. (ax+b)? se tiene: 
ir as) +2(ab+5)x +b*3=(ax+b) 
Sea el primer miembro igual a: G(é-x+k)* 
Por identidad de polinomios. 
A =2k+6, ab=-k-3, bé=k*+3 
Obteniéndose (2k+6)(K?+3)=(=k-5)* 
Que efectuando es: 2k*+5k*-4k-7=0 
Como vemos un valor de k=-1 
De donde a?=4, ab=-4,b?=4 = a=2,b=-2 
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Luego, la ecuación (xé-x+1)?=(ax+b)? queda 
Lex =(22Y* => iéx-1= + (2x2) 
Es decir, 


+ 

3x+1=0 => xa 128 
-1t 

X+x3=0 > x= E 


Luego, las raíces son: 


E AS O E E 
2 2 >” ZAS 2 


B. Solución de Descartes (1596-1650) 

La siguiente solución fue dada por René 
Descartes (sabio y filósofo francés, inventor de la 
Geometría Analítica) en el año 1637. 


Sea la ecuación x'+Ax"+Bx+Cx+D=0 
A 
L Haciendo x=y- 7 la ecuación queda 
reducida en: 
y +qy?+ry+s=0 
(ecuación cuártica incompleta) 
II. Suponga que el polinomio cuártico queda 
Y gr +ry+5=(y*+ky+00ky+m) 
De la igualdad de polinomios se tiene: 
(+m-k?=q, k(m- £)=r, (m=s 
De las dos primeras ecuaciones: 


2m=k?+q+ 4 ; A=L4q— y reemplazando 
en la tercera. 


(*+gk +1)04+qk-r) =4sk? 


+(a? 48) 


Es decir: | k*+2 

Esta es una ecuación cúbica en k? que tiene 
siempre una solución positiva. Cuando se conoce 
k? se conocen los valores de £ y m y la solución 
de la cuártica incompleta se obtiene resolviendo 
las dos ecuaciones cuadráticas. 

y +ky+1=0 

y'—ky+m=0 


CAPÍTULO 1! 


Ejemplo: 
Resolver la ecuación x*-2x?+8x-3=0 


Resolución: 
Hagamos x1-212+8x-3 = (1 +kx+£)0é-kx+m) 
De la igualdad de polinomios: 
L+m-—?=-2, k(m-£)=8, (m=-3 
De donde obtenemos: 
(k-2k + 8)(K-2k-8) =-12k? 
= k'-4k*+ 16k?-64 =0 
Resolviendo k?=4, tomando k=2 tenemos 
m+f=2, m-2=4 = m=3, f=-1 


Luego, 
2 +8x-3 = (1+2x-1)00-2x+3)=0 


Entonces, 
2+2x-1=0 => x=-1+42 
-2x+3=0 => x=1:1/2i 
Luego, las raíces son: 


A+ 2,142, 14 21, 1-2 i 


5. ECUACIÓN BICUADRADA 
Es una ecuación cuártica de la forma 


Solución general 


L  Haciendox7=t = AP+Bt+C=0 
II. Usando la solución de la ecuación cuadrática 


-B+W/B? -4AC 
2A 


(solución general de la cuadrática) 
y como t=x? 


t= 


Ejemplo 1 
Resolver la ecuación x*-8x?-9=0 


Teoría de ecuaciones 


Resolución: 

Haciendo x2=t = é--8t-9=0 

Que factorizado es (t-9)(t+1)=0 

De donde: 
t=9> 4=9 => x=3 v x=-3 
t=l > =>1 > x3i v x= 


. C.S.=43,-3,i, —i) 


Ejemplo 2 
Resolver la ecuación x*-5x2-9=0 


Resolución: 

Haciendo x=y = y'-5y-9=0 

Aplicando la fórmula general de la ecuación 
cuadrática. 


Fl Si _5- A 


o APR ER ERES 


Definición (raíces simétricas) 
Dos raíces de una ecuación polinomial se 
llaman simétricas si son a,-a. 


Observando la solución general de la ecuación 
bicuadrada, vemos que las raíces son simétricas 
de dos a dos, es decir, son de la forma 


a,-a, B,-B. 


Formación de las ecuaciones 
Buscamos formar la ecuación bicuadrada 


conociendo dos de sus raíces a,P/ax+tB si se 
conoce una raíz a , la otra será a. Si conocemos 
una raíz f, la otra será —f, entonces las raíces 
son 0,-a,P,-P, luego, la ecuación es: 

(x- Dx +0 M(x+B)x-B)=0, que efectuando 
se obtiene: 
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Ejemplo 1 
Forme la ecuación bicuadrada si dos de sus raíces 
son 3, —5. 


Resolución: 
Si una raíz es 3, la otra será 3. Si una raíz es -5, la 
otra será 5. 
Entonces, la ecuación pedida es: 
0-3 GO+3)0+5) 0-5) = 0 
AE] EA 
(4-9) (é-25)=0 


De donde la ecuación requerida es: 


x?-34x?+225=0 


Ejemplo 2 
Hallar el valor entero de m de modo que la 
ecuación x*=(ax+m>+1)(ax-m-1) tenga raíces en 


progresión aritmética (PA.). Además a =vY3m+4. 


Resolución: 
De la ecuación: 

x=at-(m+1) con a?=3m+4 
> -3m+9x+(m+1)=0 
Sean a, B,-a—B las raíces con 4<B, ordenando 
de menor a mayor: —f,- 0, A, $. Como está en 
PA. tendremos que: 2a=-a+8p => PB=30u 


Luego, las raíces son A, - a, 3a.,-3a., entonces, 
ka ecuación es: 
x*-100x +90 =0 


De donde se obtiene que: 
ES A (D 
(Mm+I=9 nn (1D 


De (I) :m+1=30? v m+1=-30? en (D: 


(m+1 m+1 
3m+t=10[ >) v Sm+4=-10| ] 


3 3 
= Amn-12=10m+10 v 9m+12=-10m-10 
22 
m=2 m= 19 .m=2 


Ejemplo 3 
Hallar la suma de los valores que puede tomar 
“a” de tal manera que la ecuación bicuadrada 


x(a+2)x"+4=0 tenga dos raíces a, Bla + +B) 
y que a la vez éstas sean raíces de "+ax+b=0 
para algún b<0. 

Resolución: 


a+B=-a 


De la ecuación 12+ax+b=0 > 
a-B=b 


a2+p=a+2 


De: La+2)é+a=0=> 3 ,, 
ap =4 > af=-2 


Asimismo, (a+B) =0?+B8?+20P 
Por datos, (-aJ?'=a+2+2(-2) 
> aA-a+2=0 


..ay+az=1 (prop. de ecuación cuadrática) 


Definición (polinomio recíproco) 
Sea P(x) un polinomio de grado n se llama 
recíproco si cumple la siguiente propiedad. 


De la definición, los polinomios recíprocos son 
de la forma: 
ax+b 
ad+bx+ta 
ac+bd+bx+a 
ad+bé+road+bx+ra 
ad+bi+od+aod+bx+a 


Asimismo, de la definición vemos que si una 
1 
raíz es a, tiene otra e es decir, raíces “una la 
inversa multiplicativa de la otra”. 
Para conocer las raíces de este polinomio es 
necesario factorizarlo (ver Tomo l de la misma 
colección, cap. VII). 


CAPÍTULO | 


Ejemplo: 
Factorizar: PGO)=x%-10x+26-10x+1 


Resolución: 


09) e 105+26- 04 
Xx XxX 


Agrupando adecuadamente 
POD = e. 2d 10 x+=)+ 26| 
e x 


1 
Haciendo un cambio de variable: x+ == 


| 
Elevando al cuadrado se tiene: x?+ E =y22 


Luego, P =x*[y?-2-10y+26]=x"(y-4My-6) 
Regresando a variable x. 


¡€9) Sexe 4) [1+6) 
x x 


Que efectuando se tiene: 


PCO=0é-4x+1)04-6x+1) 


EL 


Todo polinomio recíproco de grado impar se 
anula para 1 ó-1. 


Ejemplo 1 

Sea PLO=-5-5x+1 

Vemos que: P(-1)=-1-5+5+1=0 
Entonces, -1 es una raíz de este polinomio. 


Ejemplo 2 
Factorizar PQ) =x"+5x 14949 +5x+1 


Resolución: 


Observamos que P-1)=0 = (x+1) es un factor, 


luego, usando la regla de Ruffini. 


Teoría de ecuaciones 


=> PO)=(+D04+4d+5+4x+1) 


44045 + dx +1 SDT: | e 
ed 3x eS ST: 2x? 
e Xx 1 Falta: 3x? 


> PO)=(+D04+3x+D0%+x+1) 


6. ECUACIONES RECÍPROCAS 
Sea P(x) un polinomio recíproco, a P(x)=0 
se llama ecuación recíproca. 


Ejemplo 1 
Halle el valor de m si la ecuación: 


(9m-4xk- dm (9m-4)x+m+5=0 admite raíces 
recíprocas. 


Resolución: 
Si tiene raíces recíprocas se cumple: 
9m-4=m+5 = 8m=9 
ss 
$ ; 


Ejemplo 2 
Resolver la ecuación 2*+22%-672+2z+1=0 


Resolución: 
Dividiendo por z? y agrupando se tiene: 


[+ aj. A 6=0 
z z 


' 1 1 
Haciendo z+==u => 2*+=u*-2 
z z 


Queda: u”-2+2u-6=0 = (u-2X(u+4)=0 
=> u=2 v u=-4 
De donde: 


1 
24+7=2 = 23 =1, z,=1 
z 


+ 
si 


=4 > 232-2443, 2,=-2-43 
ES C.S.= (1,2443, 2-43) 
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7. ECUACIONES BINOMIAS 
Son aquellas ecuaciones polinomiales de la 
siguiente forma: 


Para la solución de estas ecuaciones es necesario 
el teorema de De Moivre (radicación en la forma 
polar de números complejos, ver Tomo 1, Cap. XIII). 


Resolver: xX"+A=0, AeC. 


Resolución: 

x=-A 

Sea —A escrito en la forma polar como 
-A=|-A](cosa+isena)=|-A]cisa 

> x"=|-Alcisa 


Ejemplo 1 
Resolver x0-8=0 


Resolución: 
3=0 =» =8 


Tm 


0 A 
8=8cis00 


= x=8cis00 = x= 


2kr 
> x=2cis FG) k=0, 1, 2 
Sik=0 = x,=2cis0”=2(cos0”+isen0”)=2 
AN 2n a 
Sik=1 > x,= 2cs 2 cos S 7) S s))- 1+ 431 
Sik=2 => x,= | co Jrise( E E s))--- Vi 


CS.=42,-1+48i, —1-48i) 


Ejemplo 2 
Resolver + 43 -3i= 


Resolución: 


£=B +31 


En la forma polar: Lg + 3 a e y +3? = 243 


3 
tana=== = a=120 
3 
EA - 43 +31=2Bcist20"=2/8cis 3" 
pa x= 2icis E En x= (lo +2) a] 


>x- Macs ¿+ jor =0,1,2,3 


Propiedades de las raíces de la ecuación 
Z7-1=0 
a) Laecuación z"=1 no admite raíces múltiples 


Como sabemos, 1 en la forma polar se 
expresa como 1=cis0", 


.(n-1) 


Para cada valor de k los resultados z son 
diferentes. 


Ejemplo: 


> ¿=cis2, m=0,1,2.. 


Denotados por 1, w, w? 


CAPÍTULO | 


b) El producto y el cociente de dos raíces de 
z"=1 0 toda potencia entera de una raíz es, 
también, una raíz de la ecuación z"=1. 
Veamos: 

Sean dos de las raíces: 


ES cis2 cis 26 


2(k,+k k,)m 


L  a:fP=cis -— es raíz de z 


tl a = cis 2(k,-k,)m es raíz de 2"=1 


Il. Por definición 0"=1= (a y =(0”)'=1 


> qa? esraíz de 2"=1 


c) Las raíces comunes de dos ecuaciones 2"=1, 
z"=1 son también raíces de zP=1, siendo p 
el máximo común divisor de m, n. 
Recíprocamente, si a es una raíz de zP=1, 
será también raíz de "=1 y z"=1. 
Veamos: 
n=kp, m=rp 


=> a = ale =(0P) =1*=1 


"=aP=(0) =1=1 


*. QL esa raíz de z", z" 


d) Cuando “n” es un número primo y a. es una 
raíz de la ecuación z"=1 con 0ax1; 1 
sucesión a, a, a?,... a” nos dará las n raíces 


de la ecuación. 


Definición (raíces primitivas) 
Las raíces de la ecuación. x2=1 san:.. 


ci 


(a | 


a] 


=0,12.. 


De estas cuando k es primo, se llaman raíces 
primitivas. 


Ejemplo: 
Resolver la ecuación x!?-1=0 


Teoría de ecuaciones 


Resolución: 
Se descompone en (—*+1)(x%-1)=0 


e 1 
IL Six*+1=0=>x +23 
Xx 


Se cumple x%-1=0 v x%-1=0 
L Sixé-l=0 >= x=1 y x-1=0 que tiene 


por raíces. 
q 148 i Bi, 131 14 
$ 2 , 2 , , 2 , 2 


= 0, haciendo PE 
x 
Se tiene u?-3u=0 con lo cual u=0, u=43, 
u= - 43 
1 1 1 
Entonces, X+==0,x+==4B xx +==-4/3 
x XxX Xx 


Cuyas raíces son: 


¡ Ai Bi Bri Bi 


2 2 2 2 


Si llamamos QU = da la raíz primitiva, las 


demás raíces son: 


a,a?,0a%,at 0%, af, a? a a? a a! 1 


8. ECUACIÓN POLINOMIAL DE GRADO n 


Sea el polinomio general en una variable de 


LP) = an Hope aya 


o 


A la igualdad P(x)=0 se llama ecuación 


polinomial de grado n. 
La resolución de estas ecuaciones hemos visto 
particularmente de la ecuación lineal, cuadrática, 


cúbica, cuártica, bicuadrada, recíproca y binomio 


mediante fórmulas generales en términos de sus 

coeficientes. Sin embargo, no ha sido posible 
resolver en forma general una ecuación de quinto 
grado o superior mediante fórmulas generales 
(por radicales). Más aun el matemático Evariste 
Galois (1811-1832) demuestra que el polinomio 
general de grado n>=5 no es soluble por 
radicales, mediante la teoría de grupos (tratado 
en Álgebra Moderna). Pero silos coeficientes son 
numéricos, el valor de cualquiera de las raíces 
reales puede hallarse mediante aproximaciones 
(visto en las aplicaciones de la derivada). 
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Teoremas generales 


En toda ecuación polinomial de grado n y 


coeficientes reales, si tiene una raíz de la forma 
a+bi,a,be R 1b+0, entonces tendrá otra raíz 
dela forma a-bi. 


Demostración 
Sea el polinomio P(x) de coeficientes reales 
P(O)=ay“+ap+...+a, ay 0. Supongamos 
que z=a+bi es una raíz de P(x), probaremos que 
z es otra de sus raíces. 
Veamos, como z es una raíz de P(x), por definición 
de raíz se tiene: 

ar+azri+az +... .+a,=0 
Tomando conjugada (números complejos) 


apz"+ajz l+a)2"?+...+a,=0 


a) 2 + a 27 +3d,27*4...+3,=0 
Pero aj, a;, a, ... a, son reales. 
ay 2"+a/2" +a32%?+...+a8,=0 


De donde vemos que Z es raíz del polinomio PQ0). 


Corolario 
Si una raíz del polinomio P(x) de coeficientes 


racionales es la forma a+/b a.beQaÍbzQ. 
entonces otra de sus raíces es a-4/b. 


Ejemplo 1 
Resolver 3x5 +x-6=0 


Resolución: 

Factorizando por el método de divisores 
binómicos, vemos que 2 es una raíz. 

Por la regla de Ruffini: 


Ejemplo 2: 
Resolver x+21%5x +6x+2=0 


Resolución: 
Factorizando por aspa doble especial 


Are +2 


SS 


SDT:-5x ? 
2 ST: 3x? 
Falta: 8% 


-2x+2=0 Y +4x+1=0 
2x+1=-1 x+4x+4=3 
(e-D?=-1 x=-2+43 


C.S.=(1+1,1-i-2+48,-2-4/3) 


ad 4 Me ut Jas AA 
Sea el polinomioayr"+ayl+ayr?4...+a,=0, 
ay*0 de raíces x,,X,, Xz, Xq, - -, Xx, Secumple: 


IL. Sumaderaíces: 


a 
X FX) + X3 4. Xp =—b 
a 
Il. Suma de productos binarios: 


a 
X¡Xg +X¡X3 +... Xp ¡Xp =2 
ay 
IL. Suma deproductos ternarios: 


a 
X¡X9Xg FX¡X9Xg Foo Xp Xp Xp == 


a 


IV. Suma deproductos tomados de kenk 


Ka 
X¡X9Xg 0. Xy E X9X3 00 XX + =D) == 
a 0 


Y. Producto de raíces: 


a 
X¡X9X3 Xy =(-D"— 
a0 


Ejemplo 1 
En la ecuación x1%-2x%-8x*+16x%+16x-32=0 se 
cumplirá que: 


—2 
Lo Xx +xX+X34Xg x= ER 2 


Lxxx =ED? e =32 


CAPÍTULO I 


Teoría de ecuaciones 


Veamos 
Factorizando por el método de divisores 
binómicos vemos que 2 es una raíz, entonces: 


16 :-32 
0:32 


2 3 16 
2 0-16 


Se tiene: 
Q-DO*S4+16)=0 = (x-20%-4)=0 
(2 x+2)=0 

Luego, las raíces son: 
x¡=2, x,=2, x3=2, x=-2, x5=-2 

De donde: 

Lx +x+xX3+X4+X5=2 

IL. x¡x9Xx3X5=32 


Ejemplo 2 

Si 1+4B3 es una raíz dexP+ax”+bx+4=0 con a, b 

E Q, halle ab. 

Resolución: 

L Six =1+8 => x,=1-43 (teorema de la 
paridad de raíces) 

Il. Sea xz la tercera raíz, por el teorema de 
Cardano: x,x,x¿=-4 


> (1+48) (1-48): = 4 > -2x3=-4 


=> Xx3=2 
ll. —a=x,+x,+x3= 1443 +1-43+2 => a=-4 
IV D=x XX X3 XX 3=X¡X9 FX3(%, +X,) 
=(1+48)(1-43)+2(14 43 +1-43) 
> b=-24+4 = b=2 
. ab=-8 


TEÓREMA DEL VALOR: INTERMEDIO 2 * 


En todo polinomio P(x) de coeficientes reales, 


si P(a).P(b)<0, entonces existe al menos una 
raíz realxy e <a,b>. 


Ejemplo 1 
Sea P(x)=%-2x-5 
Se observa que: 
P(2)=8-4-5 = P(2)=-1 
P(3)=27-6-5 = P(3)=16 
y como P(2).P(3)<0 = existe al menos una raíz 
Xy de P(x) en el intervalo <2, 3>. 


Ejemplo 2 

¿Cuántas raíces reales tiene el P()=x9-3x2 

4x+11? 

Resolución: 

Se verifica que: 
P(-29.PED<0O > 3x,€<-2,-1>/P(x,)=0 
P(1).P(2)<0 > 3x,€<1,2>/P(x,)=0 
PS)P(M)<0 => 3x,€<3,4>/P(x3)=0 


-. el polinomio tiene tres raíces reales. 


HESTROREMADE RAÍCES MÚLTIPLES 


Si el polinomio PL)=(-aA qlo) /q(a)x0 se 
cumple: —P(a)=0 

P(a)=0 

P”(a)=0 


Pu-0(a)=0 


Es decir, todas sus derivadas hasta el orden 
(k-1) seanulanen"a". 


Ejemplo 1 
Sea PL)=x"-3+3x-1 
Se observa que P(1)=1-3+3-1=0 
Además, 
PL)=34-6x+3 = P(1D)=3-6+3=0 
P”"69=6x-6 = P”(1)=6-6=0 
Entonces, 1 es una raíz triple en el polinomio. 
Ejemplo 2 


Demostrar que x*+qx2+s=0 no puede tener tres 
raíces iguales. 


Resolución: 
Sea PL()=x“+qu4+s 
Supongamos que x, es la raíz (triple) 
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Entonces 


PO =x*+qx+s=0 
Además, 


P(0)=44+2qx = P(x)= 4x3 +29x,=0 
P”(9)=121%+2q = P”(x)=12x? +2q=0 


TRANSFORMACIONES DE LAS ECUACIONES 


De P'(xp):x,=0 v xp= 07 
De P”(x0): x.= *po 


Vemos que x, que anula a la segunda derivada es 
distinta al x, que anula a la primera derivada. 
-. ho puede tener tres raíces iguales. 


Frecuentemente, es necesario transformar 
una ecuación en otra, cuyas raíces tengan una 
relación con las raíces de la ecuación general. 
Sus principales tranformaciones son: 


1. CAMBIAR DE SIGNO A LAS RAÍCES 

Dado el polinomio P(x) de raíces X,, X, .. ., 
Xp. Para hallar otro polinomio del mismo grado, 
cuyas raíces Sean —X,, Xy, Xz, « « . , Xp, Será 
suficiente cambiar en el polinomio P(x), x por=x. 


Ejemplos: 

1. SeaP(x)=x?+5x+6 de raíces 2, -3, entonces 
PEI=x"-5x+6 tiene como raíces a 2, 3. 

2. Sea HG0)=x%-4x5 de raíces —1, 5, entonces 
H(=0)=?+4x-5 tiene por raíces a 1, -5. 

3. Sea Q—)=x9-2x%+x-6 de raíces 1, -2, 3, 
entonces Q(-)=-%-2:-x-6 tiene por raíces 
a-1,2,-3. 


2. MULTIPLICACIÓN DE LAS RAÍCES POR UNA 
CONSTANTE 
Sea P(x) de raíces X,, Xy, .. ., X, Se busca otro 
polinomio del mismo grado de raíces rx, IX, IX3, 
- » + TX, donde r es constante no nula. 


Sean x, las raíces de P(x) se busca otro polinomio 


Yi 


de raíces y,=rXx, => Xx =*YÑ será suficiente 


cambiar en PQ), xpor + ó 


Ejemplos: 

1. Sea PG)=x-4x+3 de raíces 1, 3 se busca 
otro polinomio de raíces 4, 12 es decir, las 
anteriores multiplicadas por 4. 

Sea x raíx de P(x) se busca otro polinomio de 


raíces y=4x = x= 


2 
=> El polinomio es aji 3 +3 


De donde se ve que las raíces de 


e? x 
a son 4, 12. 


2 
Veamos 55 7*+3=0 > -16x+48 =0 


x -12 
sus raíces son 4, 12. 


2. Sea P(x)=2-3x-18 de raíces -3, 6 se busca 
otro polinomio de raíces 1, —2, es decir, las 
raíces de P(x) quedan divididas entre 3. 
Sea x la raíz de P(x), se busca otro polinomio 


x 
de raíz y= 3 > x=-3y 
Se tendrá que reemplazar en P(x), x por -3x. 
Entonces, el polinomio es (-3x)?-3(-31)-18, 
es decir, 9x7+9x-18 será el polinomio 
buscado de raíces 1, -2. 
Veamos: 9 +9x-18=0 > x0+x -2=0 
x 2 
x —1 
De donde las raíces son 1, -2. 


CAPÍTULO | 


Teoría de ecuaciones 


3. LAS RAÍCES AUMENTADAS EN UNA 
CONSTANTE 

Sea PQ) un polinomio de raíces X¡, Xy,» - «+ Xy 
se busca otro polinomio de raíces X, +r, X¿+I, ..., 
x,+r, es decir, las raíces aumentadas en una 
constante r. 
Sean x, las raíces de P(x) se busca otro polinomio 
de raíces y,=X,+r => x,=y,Y. Basta reemplazar 


en el polinomio P(x) x por xr. 


Ejemplo 1 

Sea P(x)=2-5x+6 de raíces 2, 3, se busca otro 
polinomio de raíces 6, 7, es decir, las raíces 
aumentadas en 4. 

Será suficiente reemplazar x por x-4, luego: 
Q-4925(x-4)+6 es el polinomio buscado, es 
decir: x?-13x+42 tendrá raíces 6, 7. 


Ejemplo 2 

Dada la ecuación 17+2x-15=0 

Halle otra ecuación cuyas raíces sean el triple de 
las raíces de la ecuación anterior, disminuidas en 1. 


Resolución: 

Sean x las raíces de x2+2x-15=0 se busca otra 
ecuación del mismo grado, cuyas raíces sean 
y=3x-1 (triple, disminuido en 1) 

YA 

3 


> xXx 


x+1 : 
Luego, reemplazando x por 3 se tiene: 


2 
ES +2 %32)-15=0 
3 3 
2 
ES el +2(x+1)-15=0, efectuando 


1 +8x-128=0 
Como observará: 
24+2x-15=0 > x,=-5;x,=3 
x+8x-128=0 = y =-16; y,=8 
De donde y, =3x,-1 , y,=3xy-1 


4. LAS RAÍCES RECÍPROCAS 
Dado un polinomio P(x) de raíces Xx, Xy, . . ., Xp 
1 


y : , 1 1 
se busca otro polinomio de raíces —,—,...,—. 
Xx Xa Xan 


1 
Es suficiente cambiar en P(x), x por as 


Ejemplo 1 

Halle una ecuación de segundo grado cuyas 
raíces sean las inversas de las raíces de x?- 
4x+3=0 


Resolución: 


1 


2 
Cambiando x por a > |-— A 
x x 


x 
> 14x+3x=0 => 3x*-4x+1=0 
O 
Xx -1 


La ecuación buscada es 3x"-4x+1 


Jrs=o 


Ejemplo 2 
SeaP()=ay"+a+aa +... +a, de raíces 
1 1 1 


UE A 70 
XX Xo 


X1, X>, » « -, Xy, la ecuación de raíces 


, 1 
se encuentra cambiando x por rá así: 


1 n 1 n-1 1 n-2 
80(7) +a(z) +22) +...+a,=0 


Multiplicando por x” se tiene: 
apra, pO4.. +axtay=0 


5. CUADRADO DE LAS RAÍCES 
Dado un polinomio P(x) de raíces X;, Xz, - - -, 


X, Otro polinomio del mismo grado de raíces 
25952 2 : dx 
Xi, X2,».., X consigue reernplazando x por yx . 


Sea x la raíz de P(x) se busca otro polinomio de 
raíz y=é, 


=> x=yy = sereemplaza x por dx. 
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Ejemplo 1 
Busque una ecuación de segundo grado cuyas 
raíces sean el cuadrado de las raíces dex7-5x+6=0 


Resolución: 
Bastará reemplazar x por Wx . 


Entonces, (Vx y -5/x+6=0 


> x+6=5vdx > (x+6) =25x 
> x?+12x+36=25x 
. x2-13x+36=0 será la ecuación buscada y, 


efectivamente, sus raíces son 4, 9 es decir 2”, 3?. 


Ejemplo 2 
Sean a y blas raíces de 1?+3x+2=0 hallar a“+b*. 


Resolución: 
L — Buscaremos la ecuación de raíces a?, b?, así: 


de +34x +2=0 
> 3dx =-Ax+2) > 9x=x?+4x+4 
> x?-5x+4=0 tiene raíces a?, b?. 

II. Busquemos la ecuación de raíces a“,b” así: 
de 5 dx +4=0 > x+4=5vx 
> 12+8x+16=25x => x?-17x+16=0 
Por el teorema de Cardano: a“+b*=17 


Sea f(x) una expresión algebraica racional 
fraccionaria, a la expresión f(x)=0 se llama 
ecuación fraccionaria. 


Ejemplos: 

1 3x-1__5 Sl 
"o x+1 2x-1 
2, 22, 

"o x+l ox 


3 Br _ 0% 
"o 7x4 1 x+3 


RESOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN FRACCIONARIA 


Resolver la ecuación 440) =h(x), donde f(D), 


1169) 


2(x) hO0 son polinomios y g(x) es no constante. 


Resolución: 

L Se analiza el conjunto de valores admisibles 
o campo de definición de la ecuación 
g(x) +0. 

IL Se multiplica por gQx) y se tiene f0)=hdg(x) 
una ecuación polinomial. 

II. La solución de la ecuación fraccionaria son 
las soluciones de la ecuación polinomial de ll, 
siempre y cuando satisfacen la condición l. 


Ejemplo 1 


ES 2x 4 
Resolver la ecuación: —F-X=-—= 
x-2 x-2 


Resolución: 
L Conjunto de valores admisibles x +2 
2x 4 2(x-2_ de 


x-2 A (x-2) 
2-2) 
xi 


Contradicción a la condición inicial, por lo 
tanto la ecuación no tiene solución. 


Como x%2 => =x => x=2 


Ejemplo 2 

E: A 
AA 2d a 

Resolución: 

L CVA. 2x-3%0n x%0 


3 
Dxx* e x*0 
IL. Multiplicando por 2x?-3x se tiene: 


2x7 3x 3(2x-3x) 5(2x”-3x) 


2x-3 2x7-3x x 
4 
x3 = 10x-15 =>» x=>3 


CAPÍTULO 1 Teoría de ecuaciones 
Ejemplo 3 En la ecuación: 
Resolver , 
bue l ALA) - A 
feta) ME CA Cena) naar 
+1 Qe + Dx +2) 
2 3 x 
- =l1 =1 

Resolución: x+l x+l x+l 
Observación: x* +1=(x+D( -x+1) > -x=x+l x= ye 


ECUACIÓN IRRACIONAL 


Sea f(x) una expresión algebraica irracional, 
f()=0 se llama ecuación irracional. 
Ejemplos: 


LL Y7=x+%x-1=0 
5 
2. +5x+7=0 
2x1 


Para su mejor estudio analizaremos por 
separado los radicales de índice impar y los 
radicales de índice par. 

1. RADICALES DE ÍNDICE IMPAR 
Sea f(x)= 204 /8(x) está definida para todo 


gld)eRaxeR ya que las ecuaciones 
irracionales sólo se estudian en R. 


VxeR TMUx=a e x=am* 


Usaremos este teorema en la solución de las 
ecuaciones irracionales de índice impar. 


Ejemplo 1 
Resolver 

Y +8x-l=x+1 
Resolución: 


Del teorema: 
Y +8x-l=x+1 e 1 +8x-1=(x+ 0D? 


e 124+8x-1=139+3x324+3x+1 


Transponiendo términos y simplificando se tiene: 
3x*-5x+2=0 
e 
x -1 
De donde, 3x=2 v x=1 


z 2 
+. las soluciones son 3 vi, 


Ejemplo 2 
¿De cuántos elementos está constituido el 
conjunto solución de la ecuación siguiente: 


A a 
LAN x+1 x+1 
Resolución: 
Multiplicando por YxYx+1 con x*+0 a xx%-1 
Yx-1+Ux+1=Y.x 
Recordando (a+b)'=a?*+b*+3ab(a+b) 
Alcubo: x- A +x +1 +338x? -1/2x =2x 
Reduciendo se tiene: 
332x(x? -1) =0 

El cual es equivalente a 

xl02-1)=0 > x(x+0DG-D)=0 
De donde x=1 


:. tiene un solo elemento en su conjunto 
solución. 
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2. RADICALES DE ÍNDICE PAR 
El estudio de las ecuaciones irracionales sólo 
se realiza en los reales, es decir: 


Si g(c)=Yf(x) , ne N, se dirá: 

800) es real no negativo, si y sólo si f(x)>0, 
además queda garantizada la definición de g(x) 
si y solo si f(x)>0. 


Para resolver estas ecuaciones seguiremos el 
siguiente procedimiento. 


Resolver: 


go) =Y100) 
Resolución: 
L La ecuación está bien definida si 


g(x)3>0 a f(x)>0 de donde obtenemos 


en campo de definición para la ecuación. 

IL... Garantizada la existencia, elevamos a la 2n. 
g”LoO=100) 

ll. La solución general estará formada por 
aquellos x que cumplen con l y IL. 


Ejemplo 1 

Resolver 43x-2-vVx+3=1 
Resolución: 

IL Definir bien la ecuación: 


3x-2>0 A x+3>0 e x25 Ax2-3 


De donde x >5 


IL. J/3x-2=v4x+3+1 


Elevando al cuadrado m.a.m. 
3x2=x+3+1424/x +3 es 2x-6=2v4/x+3 
e x-3=W4x+3 la cual está definida si 


x23 
Al cuadrado: 


x2-6x+9=x+3  x?-7x+6=0 
> (x-6(x-D=0 con x>3 


“. x =6 existe una sola solución. 


Algebra 
Ejemplo 2 
Resolver /x?-21x+90-Vx2+3x-54=x-=6 
Resolución: 


Il. Definiendo bien la ecuación: 
AZIXF9IO0>0 A x2+3x-54>0 


(x -15Mx -6)20 a (x-6Mx+9)>0 
O 
xe<-oo6lU[l5;+0> a x 6<-00;-9]U[6;+00 > 


De donde x€<->>;-9]U[15;+0>U(6) 


IL) GX -15)- 6049) = Vx 26. 
xe[15,+0>U(6) 
Simplificando Vx —6 se tiene: 
Vx -15-x +9 =v/x -6 


con x28Ax2>15 
a) Para no perder solución x-6=0 = x=6 
b) Al cuadrado: 


(15 =( x+9 +/x=6) 
x-15=x+9+x-6+4+2 Mx +9D(x -6) 
-18-x= 2. (x +9D(x -6) 


Cuya ecuación no tiene solución puesto 
que -18-x<0. 
La única solución es x=6. 


Además 
+) JG-0G-15)-/x-6+9)=-V6=x* 
Xx €< —oo,-9] 


Simplificando J/6=x 

YI5S=x -V=x=9 =-YV6-x 
NES A rr 

Elevando al cuadrado: 

21-2x +2 /15-x4V6-x =-x-9 
30-x+2V15-xv/6-x =0,x€<-—=,-9] 


+ 
a A A 


+ 
En este caso no se tiene soluciones. 
-. CS. =(6) 


Probiemas Pesueltos 


Problema 1 


53x+l1 3x-2 2x-3 


Resolver la ecuación =0 
3 2 
Resolución: 
at+tb a b 
Recordando que | == =+= 
(el UE 


En la ecuación: 


1 2 2x 3 
++ AS 
Es PES AU E 
AE a PO REA 
3.25 30 
¿59 
: 90 
Problema 2 


Dada la ecuación en x 
Qx-Dn*-(3x-D)n-2(-1)=0 

Halle el valor de n para que la ecuación tenga 

infinitas soluciones. 


Resolución: 
Efectuando 
2xn4-n2-3nx+n-2x+2=0 
Agrupando los términos con x. 
x(2n*-3n-2)=n?-n-2 


Tendrá infinitas soluciones cuando 


2N-3n-2=0 an n-n-2=0 
a O 
n —2 n 2 
n=1/2 vn=2 US n=2wn="1 


-. tiene infinitas soluciones cuando n=2. 


Problema 3 

P"resdivel la ecaatícirenx. 
x+a x+b _ x-a x—-b 
ab+a+1 ab+b+1 ab-a+l1 ab-b+1 


Resolución: 
Restando 1 en cada bloque: 


x+a x+b x-a x—-b 
———-1+ =-1= -1+ =1 
ab+a+l ab+b+1 ab-a+l ab-b+1 
Efectuando 
x-ab-1 x-ab-1 x-ab-1 Á x—b 
ab+a+l ab+b+1 ab-a+l ab-b+1 


Se cumplirá la igualdad sólo cuando 
x-1b-1=0 
. x=ab+1 


Problema 4 
Sila ecuación es x4+x%-1=0 de C.S.=(a, b, c) 
Halle el valor de: 


av-2 » by-b A cd=e 
vVal-bc vbirac ve?-ab 
Resolución: 


Siaesunaraíz => aA+a-1=0 
Por el teorema de Cardano abc=1 
> Ataabe=0 >» ata-be=0 


> ¿besa > yaa =1 
vb? -ab 
Luego, lo pedido es: a+b+c 
Por el teorema de Cardano a+b+c=-1 


Problema 5 

Halle la ecuación polinomial de menor grado y 
coeficientes racionales donde una de sus raíces 
es 24%. 


Resolución: 
Si x= 2+3B 
Hallar la ecuación de coeficientes racionales 
implica eliminar los índices de los radicales de 


x= 22 B =>. 12= 3 
Alcubo: (x-2)=Y3 = 1%31*.24+3x.4-8=3 
Simplificando: x%6x2+12x-11=0 
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Problema 6 

Determinar las condiciones para que se cumpla: 

L x8x+0a=0 tenga raíces iguales 

IL. 3x-10x+0=0 tenga raíces positivas 

IL 3x*-10x+ 0 =0 tenga raíces de signos 
opuestos. 

IV. 1+8x+ a =0 tengalas dos raíces negativas. 


Resolución: 
L Raíces iguales (discriminante nulo) 


Enx8x+0=0 => A=(8)4(0.)=0 
De donde a =16 
A20 
IL. Raíces positivas: 4X¡+xX, >0 
XxX >0 


En 3%-10x+ a =0 


10 
X¡ +Xa =3 >0 
a>0 

XX. 250 

12 =3 
A=10?-4(30)>0 => as 
Entonces, dU€ (05) 
TIL. Raíces de si t A 

. Raíces de signos opuestos ad 
En la ecuación: 312-10x+ QU = 0 


xx=2<0 => a<0 
a 25 
A=10*-4(30)>0 => a<G 


De a<0 a ao => 0E<-0o;0> 


A>0 
IV. Raíces negativas 3X, +X¿<0 
xx >0 
En la ecuación 12+8x+ a =0 


Xx +x=-8<0 
ne E jasa 
xx, =0.>0 


A=8*-4(0)>0 = au<l6 
De donde ae <0,16> 
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Problema 7 

Si La, b, c) cR—0 es una de las soluciones de la 
ecuación en x. 

ab) ?+b(a-o)x+cla-b)=0 es. 


Resolución: 

Se puede observar que el polinomio cuadrático 
se anula para x=-1. 

Por la regla de Ruffini: 


La otra raíz se halla en el cociente: 
c(b-a) 
a(b-—c) 


(ab-acix+ac-bc=0 => x= 


Problema 8 

Si (a, b) es el conjunto solución de la ecuación: 
1-197781x-197771 =0 

Halle el valor de: a?+b*+a*b*+2ab(a+b+1) 


Resolución: 
Como podrá percatarse lo pedido es equivalente 
a: (a+b+ab)Y 
Por el teorema de Cardano-Viete. 
a+b=19778l »n ab=-197771 
> a+tb+ab=10 
 (a+b+ab)?=100 


Problema 9 


Si el conjunto solución de la ecuación 


5 +32++5=0 es fa, b, c) 
Hallar el valor de: 


ab(a%b? a 1)+bc(b*c? a +ac(ae? - + 5al +30? 


abc 


Resolución: 
Por el teorema de Cardano: 


dubiéa-2 
5 
En 54+3+5=0 > lab+ac+bc=0 


gaia 
5 
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Teoría de ecuaciones 


Lo pedido es: 


alb?-—ab+b%0%-bc+raócó -ac+5a?-3a? 
abc 


ab? +alcó+b%*-(ab+ac+bc) ñ 5al +32? 
abc abc 
Como ab+ac+bc=0 
>» abrac+bes3abt=3 
Asimismo como a es una raíz: 5a*+3a2+5=0 
> 54+322=5 
Luego, lo pedido es: 


Problema 10 
Halle el grado del polinomio de menor grado que 
posee a: 


43 +2 como raíz simple. 


3+/5 como raíz doble. 
1-2i como raíz triple. 


2 — /3_ como raíz simple. 
Siendo el polinomio de coeficientes racionales. 


Resolución: 
Si el polinomio es de coeficiente racional: 


* — /2+v3 es solución de una cuadrática. 

+  3+v5 también solución de una cuadrática, 
pero como es de multiplicidad doble, entonces 
3+v5 será solución de una cuártica. 

» — 1-2i es solución de una cuadrática, pero 
como es de triple multiplicidad, entonces 1- 
21 será solución de una ecuación de grado 6. 

+ 2-43 es solución de una ecuación 
bicuadrada. 

Luego, sumando los grados se tiene: 

24+4+6+4=16 
:. el polinomio será de grado 16. 


Problema 11 

Halle una ecuación cuadrática de raíces p y q. 

Sk 

IL. En 2x%X(p-1)x+p-3=0, sus raíces positivas 
difieren en 1. 


IL 12+(q-1Dx+0-2=0 tienen solución única. 


Resolución: 

La ecuación buscada es 7(p+q)x+pq=0, con 

los datos 1 y II hallaremos p y q. 

L. Raíces positivas y difieren en 1. 
Factorizando: 


2x*-(p-D)x +p-3 


e RES 


-3 
Por condición pS =2=>p=7 


II. Solución única (A =0) 
(q-1)24(q-2)=0 = q*-6q+q=0 
=> (q-3%=0 = q=3 
Reemplazando p y q en (a) se tiene la 
ecuación pedida: 1-10x+21=0 


Problema 12 
Si p y q son números reales para los cuales las 
ecuaciones cuadráticas: 

8-(4p+2)x+2=0 

(7q-2)-(5q-3)x+1=0 
tienen las mismas raíces. Encuentre el valor de 
Pq 


Resolución: 
Si tienen las mismas raíces se tiene: 


. BPIL-2 => dp+l=5q-3=52- 
2 322% q - 
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Problema 13 
Si dos de las raíces de la ecuación: 


acd+bidrod+rdé+ex-2=0 


de coeficientes reales son los complejos i y 1-1. 
Obtener a+b+c+d+e si c-e=1 


Resolución: 

Il. Sii es una raíz se tiene: 
ai+b-—ci-d+ei-2=0 
(a—c+e)i+b-d-2=0 
como c-e=1 => a=l 

IL. Las raíces son i, —i, 1-1, 1+i, xs 
Por el teorema de Cardano: 
¡(DADO +Dx,=2 => x5=1 

lII.. Como 1 es una raíz se tiene: 
a+b+c+d+e-2=0 

. a+b+c+d+e=2 


Problema 14 
Encuentre el valor de k si la ecuación en x. 


x*-(3k-2)x?+(k-2)?=0 si dos de sus raíces 
negativas distintas suman -6. 


Resolución: 

Sean o $, —a,-$B las raíces a, Pe R* 

Por dato a+PB=6 

La ecuación bicuadrada es: 

x*(a?+p%)x*+0%8*=0 

Asimismo es: x%-(3k-2)x?+(k-D)?=0 

De donde se tiene: 
a? +? =3k-2 
(af) =(k-D = ap=k-1 v af=1-k 
a+p=6 

Sabemos que (a. +8) = 07 +8? +208 

Por datos: 

L SiaB=k-1= 6*=3k-2+2k-1D) = k=8 
de donde un valor de k es 8. 

IL Si af=1-k > 6? =3k-2+2(1-k) = k=36 
. kesg8óes36. 


Problema 15 

En un concurso nacional de matemática, frente a 

la resolución de una ecuación cuadrática ocurre 

lo siguiente: 

L Un alumno se equivocó en el término inde- 
pendiente y obtuvo como soluciones a 8 y 2. 

II. Otro alumno se equivocó en el coeficiente 
del término lineal y obtuvo como soluciones 
9 y -L 

¿Cuál fue la ecuación correcta? 


Resolución: 
I.  Siobtuvo como soluciones a 8 y 2 la ecuación 
que resolvió fue: 
x-(8+2)x+8.2=0 
1 1 


correcto equivocado 
IL. Siobtuvo como soluciones -9, —1 la ecuación 
que resolvió fue: 
LI Dat EN (ED=0 
1 Y 


equivocado correcto 
+. la ecuación correcta fue: x2-10x+9=0 


Problema 16 
Sabiendo que c es una raíz de la ecuación 


ar +(b-achéba?-bx-a-bohxr+ac=0, az0 
¿Qué condición debe cumplirse para a, b y c para 


que todas las raíces sean reales. (a, b, ce R) 


Resolución: 
Si c es una raíz, por la regla de Ruffini se tiene: 


-bc_-b 


-a+bc_ ac 


Sólo faltaría que las raíces de ax“+bx+a=0 sean 
reales, sabemos que una ecuación cuadrática 
tiene soluciones reales si la discriminante no es 
negativa, entonces: 

A=b?*-4ac>0 

+. la condición es b?>4a?* r a,b,ceR 
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Problema 17 
La ecuación x*-7x-12=0 posee dos raíces cuya 
suma es —l. Calcule la suma de las inversas de 
las otras dos. 


Resolución: 
Si la suma de dos de sus raíces es —1, la suma de 
las otras 2 es 1. 


Factorizando: 
4+0x7-0x-7x-12 SDT: 0x? 
SO ST: x? 
pS Xx 4 Falta: at 
=1 
En x-3=0 > da +% 
XX) =-3 
X3+x¿=-1 
+x+4=0 > | pa 
X3X4=4 
De las condiciones se pide: 
Ac Es dd 
XxX Xs Xx» -3 3 
Problema 18 
Si las ecuaciones en x 
A+x+ta=0 
x+2x+b=0 
5(a-b)? 


tienen una raíz común, calcular $3 
-2a 


Resolución: 
Si a es la solución común, entonces: 


a +20+b=0 -.. (UD) 
(2-1): a=a-—b (la solución común) 
Se reemplaza en la segunda ecuación: 
(a-b)'+2(a-b)+b=0 = (a-b)"=b-2a 
“+ lo pedido es: 


a 


Teoría de ecuaciones 


Problema 19 

Para qué valor del parámetro real n la ecuación 
2 +(n+5)x+n=0 tiene dos raíces imaginarias 
puras y conjugadas. 


Resolución: 

Sean las raíces ki, —ki, ke IN 

Entonces, el polinomio tiene un factor x7+k. 
Dividiendo por el método de Horner. 


n+5-k2=0 ii (a) 
n+2k?=0 datar (B) 

10 

20)+P:3n+10=0 > n= 3 


Problema 20 
Resolver la ecuación en x. 
xta-b_al+b?_x+a+b 
xa xt-a  x+a 


Resolución: 
1. Conjunto de valores admisibles. 


x-arx0 nan x+az0 > xeR-(a,-a) 
4 2 2 
x+a-b_ x+a+b_a“+b" 
x-a x+a xa? 
Mínimo común múltiplo 


JA 


Qra-bXx+a)-(ara+bla) _ a?+b? 


(x-aErTa) 2Za 
> xtartartalbx-ab-L-ar+ax-al+bx-ab) 


=al+b* 
Efectuando y simplificando: 


a+b 
2 


2x(a-b)+2a4=al+b? =>» x= 
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Problema 21 
5 
Halle el valor de 5 sila ecuación 1-5qx+4r=0 


tiene una raíz de multiplicidad 2. 


Resolución: 

Sea el polinomio P(x)=x"-5qx+4r 

L.— cesunaraíz = c-5qc+4r=0 

IL. c es una raíz de multiplicidad 2 de PG), 
entonces, c es raíz de P'(x)=5k*%50. 


5 

ai _ (e) 

IV. aybenlo pedido 7 = 7=1 

” (e) 

Problema 22 

Resolver la ecuación: 

x(x+4)+6, x00+6)+12_ x(x+2)+2, x(x+8)+20 
x+2 x+3 x+1 x+4 


Resolución: 

Como nos piden una de las raíces. 
Tomemos +(a+b)x+a?+b%ab=-3ab 
Es decir, 12+(a+b)x+(a+b)?=0 


De donde, a 
Una de sus raíces será: e + 81) 


Preblema 28 

Si las ecuaciones:  x“+ax-2=0 
X+xbx4=0 
senen tres raíces comunes. 
Jetermine el valor de a—b. 


Resolución: 
como tienen tres raíces comunes, sea 
IT —nx+p el factor común de los polinomios: 
Sin? a os 
TICO Ces. 
ar 2=(d+m+nx pq... (a) 
Ub 4=0 + mx +nx+p qu) ........ (5) 


64 


(B)-(a) : 

ab 2 =p qq, 00) 
De donde q,(x)-q,(x)=1 
> a=m, b=-n, p=-2 
(o) - (6): 
+ 2a+bx=0 + mx? +nx+p)(2q,00-q20) 
De donde, 2q/()- q) =x 

>2-l=m a 2a=n a b=p 
Luego, b=p=2, 2a=n=b=-—-2) 

a=1 

. ab=1-(2)=3 


Problema 29 
En un polinomio mónico P(x) de coeficientes 
racionales, se sabe que una de sus raíces es 


PR. 


Determine el producto de las raíces de dicho 
polinomio, si es de grado mínimo. 


Resolución: 
Reduciendo la raíz x = Y232 +32/2 se encuentra 
x=42 +32. 


Como nos piden una ecuación polinomial de 
coeficientes racionales, habría la necesidad de 
eliminar los radicales. 


3 3 
De x=v42+% => (x-/2) = (82) 

> 30 2 +3x 42? 4/2 ?=2 

2 
(e + 6x-2) = (3x? + 242) 
De donde el polinomio buscado es: 
PO)= pe +6x- 2) = 2(3x* + 2) 
Por el teorema de Cardano, el producto de raíces 
es igual al término independiente (por ser mónico 
y de grado par). 
Luego, x,x...x¿=P(0)=(-2)-2(2) 
O 
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Problema 30 

Si se sabe que las raíces de la ecuación 
2 +x+3=0 son xy, Xy, Xz. Halle una ecuación 
cúbica de raíces X,, Xy, X;,X3, X2x3 en incógnita y. 


Resolución: 
La ecuación buscada será: 
(yx xx ,X3)(=x>x3)=0, efectuando 
Y — (xx + xx + dy? + xXx 0) + xo +3) y (xx, 13)? =0 
Por el teorema de Cardano: 

X¡+x3+x3=2 

X ¡Xy X¡X3FXoX3=1 

X¡X9X3=-3 
Finalmente se tendrá: 

YYECIO)-AIA=O = yy by-9=0 


Problema 31 
Halle los números reales a y de modo que 1-+i 
sea una raíz de la ecuación *+ax'+b=0. 


Resolución: 

Por el teorema de la paridad de raíces, si 1+i es 
una raíz, el otro será 1-i siendo x2-2x+2=0 la 
ecuación que genera a estas raíces, lo cual implica 
que x%-2x+2 es un factor de +ax"+b=0 
Luego, por Horner: 


2 a+2 2a 


Como es exacta (definición de factor) 
-2a4+4a=0 => a=2 
b-4a=0 = b=8 


Problema 32 

Determine las condiciones para el parámetro a 
real para que las cuatro raíces de la ecuación: 
iad+ (a+ 2Dxé-ax+ 1 =0), sean positivas. 


Teoría de ecuaciones 


Resolución: 

Del teorema de Cardano, x,+X,+X3+X¿=4 y Como 
las raíces son positivas a>0. 

Al factorizar la ecuación recíproca. 


e ar+(a+2) 40 
xXx ox 


Se hace x+-=) = el -y-2 


Además, como xeR* > y>2 

La ecuación queda: x?[y"-2-ay+a+2]=0 

=> yay+a=0 con y>2 

Es decir, y?--ay+a=0, a>0 es una ecuación 


cuadrática de soluciones mayores o iguales a 2. 
De donde se debe cumplir: 
A20 14 y +y24 A yy,>4 


al?-4a>20 na>4,a>4 
E a A 
az24 


*. las condiciones del parámetro aes a>4. 


Problema 33 
Sia>b>0, determine el cociente entre la mayor y 


la menor solución de la ecuación en x: 


1.1 1 1 
— += + 2 —_ 
xa b x+a+b 


Resolución: 
L Conjunto de valores admisibles. 
x*0nx+a+bx0 
II. De la ecuación: 
1 1 y 1 E 1 


- =0 
x x+ta+b a b 
x+a+b-x a+b_o 
x(x+a+b) ab 
Poo 1 1 
b HE |=0 
di ca ab 


Luego, x"+(a+b)x=-ab 
=> (x+aJ+b)=0 >= x=-a, x=-b 


— X mayor =-—b, Xmenor 74 


*. lo pedido es: = == 
za a 
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Si x,, xy, xy son las raíces de la ecuación: 
2 +5x2=0. Halle: x +x3+x3 
Resolución: 


. TEOREMA -* 


Dado un polinomio P(x) de grado n y 
TaÍCeS X,, Xp, . .., Xp. 

El cociente de dividir P'(x) entre PG) 
tiene corno coeficientes las sumas de las 
potencias de las raíces x;, X, . . ., X, COMO 
seindica: 


Po 


a o E] y y] E ES 2 2 
QUART) MPA RX MAX Es A gue 


Ejemplo: P(x)=x2-5x+6 de raíces x,, xy. Halle 
ex. 

Resolución: 

Usando este método: P(x)=2-5x+6, P'()=2x-5 


; : E ? sti 
AAA A 
lo cual es cierto lo que las raíces x,=2, x,=3 
.xp+x0=35 


Se aplica al problema: ; 
PlLO)= 2452 => POO)=34x+5 
Por Horner: 


1.3 A 5 00 Du... 
2 | 6 15 6 
23 4 -10 4 
21 -12 30 -12 
| 32 80 32 


Gr ada raja ra as! 


Lxxx =2 
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Álgebra 


Problema 35 

Silos coeficientes en el orden que se encuentran 
en el polinomio 
PCO=(m+2)x*+(m-Dx?+2-m, 
progresión aritmética. 

Determine una de las raíces reales de P(x). 


están en 


Resolución: 


: Sia,b, cestánenPA. => 2b=a+c 


Entonces, para el polinomio se cumplirá 
2(m-D=(m+2)+(2-m) = m=3 
Así, el polinomio es: 5x*4+212-1=0 


De donde, x=+ 2% 42? AID, 
25) 
=+ 


-14 46 
5 
Como se pide las soluciones reales: 


x= 144 v o 
5 5 


Problema 36 
Si dos de las raíces de la ecuación 3x%-6x-9x+n=0 
se diferencian en 1. Calcule el valor de n. 


Resolución: 

Sean Xy, X,, Xg las raíces. 

Del dato: x,-xy=1 .... (a) 

Por el teorema de Cardano-Viete: 


X PX EXG=2 caccccccnscnncnonncasos (D 

X ¡XFX XG EX X= conca (2) 
n 

XX GZ TG cerraran (3) 


(a) en (D):x +El+x)+x3=2 => x3=3-2x, ya 
que de (a) x,=x,-1 


Reemplazando en (2): 
x1 0-0 +1 68-2x) + (0-1) 086-2x,)=-3 


7 
De donde: x,=0 y x=3 
Six,=0 = x,=-1, x,=3 en (3)n=0 
4 5 
Si x=? > x= 30 X= 73 AE 


3 3 9 


CAPÍTULO I 


Problema 37 

Resolver la ecuación en x: 

+ax+2x+b=0 si se sabe que admite una raíz 
real de multiplicidad tres. 

Resolución: 

Sean Q, Q, Y, B las raíces a,BeR 

Por el teorema de Cardano-Viete. 

Lo x +x+x3+x4= 30 +4 =-a 

IL. Suma de productos binarios: 3a(a+f$) =0 


de donde a=0 v a=-Bf. 


IL. Productos ternarios: a (a +38) = -2 
Observamos que a. 0 

Dell y lil: a.=-fB a a*(a+38) =-2 

se tiene: (B(B4+3P) =-2 

> P=-1 > f=-1 => a=1 


-. las raíces son: 1, 1, 1,-1. 


Problema 38 
Dada la ecuación en x. 

4 (+2) + (n23)x+n9+2=0 
Determine el valor del parámetro real n para que 


el valor de xf + x3 +xj sea máximo. 


Resolución: 

Usando el teorema del problema 34. 

SeaP(9)="+(n+2)x+(n23)x+n*+2 
P(09=3+(2n+4)x+n23 

Por Horner: P'(x) = PQc) 


-3n-6 -3n26 -3n 0-6 


+3 n+4n+4 MImn+) ... 
-r-2 
[3 -n2  —n+4n+10 
AXE ARAS 


Se quiere que x?+x2+x? sea máximo 
1 2 3 
Pero x2+x2 4x2 =n+4n+10=14-(n-2) 
1 2 3 


14-(n-2)? es máximo cuando n=2. 


Teoría de ecuaciones 


Luego de resolver la ecuación: 
xdx-1 4-1 

ENTE 
Y? -1 Yx +1 


Calcule la suma de sus soluciones. 


Resolución: 


Haciendo Y/x = y con y -1 


se tiene: 
4_ 2_ 
HA Pa 
y-1 y+l 


00D GOD, 
2 ye 
y +ly+1=8 e yy-6=0 


a 0-30-2=0 
De donde y=3 v y=-2 


y=3=4x = x,=27 
y=2=Yx = x,=-8 


. X¡+x2=27-8=19 
Problema 40 
Luego de resolver 
Vx +1-Yx-2 =1 


Dé como respuesta la mayor solución. 


Resolución: 
Six2=0 => x='+2 
En la ecuación: 
dE +2+1-48 =1 0 E +3 =t+1 
Al cuadrado: 
4+3='+24+1 > P2-2t4+2=0 
Al factorizar se obtiene: 
(-D(t+ /2 M2 )=0 
Como se busca el mayor valor de x se consigue 
con el mayor valor de t. 


Con t=42 = x=vV2 +2 
E 
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Álgebra 


Problema 41 
Resolver en x. 


a+x a-x 


A a 


al+ax+x? ax—x?-a? x(a ra +x!) 


Resolución: 
Equivalente a: 
a+x ax o _ 
2 2 E > 4 $7 4 
at+ax+x* al-ax+x x(a +axó+x ) 


(araodfal ari) (ada rar?) 3 


(a? +ax 2 xx) x(a tia? Fx) 


3 3 
rtraatr tio x= + 
x 2a 


Problema 42 


Resolver la ecuación: 


2+ (dx-2-/2=x)x"+3x+4=26 


Resolución: 
L Se define la ecuación: 
x-220 1 2-x20 > x=2 
IL. 2x74+23x+4=26 «e 2x+3x-22=0 
Al factorizar se encuentra que también x=2 
es una solución. 
. x=2 


Problema 43 


Si x, es una solución de Y2x +7 +Yx +3 =1, halle 


el valor de 2Bx, -2 


Resolución: 
Yx+7+Ux+43+(-D=0 
Recordar: 


[Si a+b+c=0 => a? +b*+c? =3abc] 


En el problema: 


2x+74+x+3+-1=3 YOx ++ 36D 
o 20+3)=-2Y0x+7D(x+3) 
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(+3 =-(2x+D(x+3) > Q+3)| (1 +3 +2x+7]= 0 
e (+3)0+8x+16)=0 
De donde sólo x=-3 


+. lo pedido es Y2(-3)-2 =2 


Problema 44 

Resolver: (-16+(11)*+125=60x-15x” 

Resolución: 

Como (x-16)+(111)+5=0, la ecuación queda: 
Zx-16)/01-08 = 5(4x—x*) 

Que se reduce a: x"-27x+176=x%-4x 

> 23x=176 


sia 
. X= 23 
Problema 45 


Resolver en x. 

x(vim? -x? +4n? -)=mn ,]m/|>|n] 
Resolución: 
L Se define bien la ecuación: 

E ES 

II. Al elevar al cuadrado. 
mio +n?-x?+2 (mé -x2)(n* -) > min? 
Se transpone términos y se da forma de un 
cuadrado perfecto. 


món? -(m?+n?)x*+x*-2 (m?- 3) (1x0) +x0 =0 


(mix) (n -x?)-2 (m? -x?)(n* Sl pe? +x*=0 


(2) 2) =0 


e (m? x?)(n? ox > (m*+n?)x? < mén* 


mn 


> x= —— 
Ñ ym? +n? 


p roblemas Propuestos 


Respecto a la ecuación en x, a(a?-D)x=0, 
establezca el valor de verdad de cada 
proposición: 


I.. Es compatible para cualquier valor de a. 

II. Si a=-1, tiene infinitas soluciones. 

III. Si a=0, tiene solución única. 

IV. Sia e (0,1,-1], tiene una única solución 
e igual a cero. 


A) VVVV 
D) FFFV 


B) VFVF C) FFVV 


E) FVFF 


Determine el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones con respecto a la 
ecuación en x: 


a2(a-2)-(a+1-a Ya - Ya )x =a-2 
L Es determinado cuando az+lrax-] 


HL. Esindeterminado cuando a=1 v a=-1 
TIL. Es incompatible cuando a=2. 


A) VVV 
D) FFV 


B) VVF C) VFV 


E) VFF 


Luego de resolver la ecuación en “x” 


x-2a ,x-3a _23x-4a 


2 
5 15 úl 


x+a+ 


Es cierto que: 


A) la solución depende de a (ae R ). 
B) tiene una sola solución. 

C) no tiene solución. 

D) tiene infinitas soluciones. 

E) tiene dos soluciones. 


Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones en base a la ecuación: 


xD 0/3 Y=0 


L. tiene 4 raíces o 4 soluciones. 

IL. tiene 10 raíces y 5 soluciones. 

NL tiene a x=0 como una raíz simple y a 
x=3/2 como raíz triple. 


A) FW 
D) VFV 


B) FFV C) FFF 


E) VFF 


Luego de resolver la ecuación en “x”. 


+ 
bc ac ab 


Establezca el valor de verdad de las 

proposiciones: 

L. Si a+b+c=0 la ecuación tiene infinitas 
soluciones con abc x 0. 

Il. Si a+b+c 0 siempre existe solución y 
es única. 

III. Siempre la solución es a+b+c. 


A) VVV 
D) FVV 


B) VFV CO) VFF 


E) FFV 


Señale el valor de “m” si una raíz de la 
ecuación 4+(m-Dx?+(3m-1)x-19=06s l. 


A) 4 
D)5 


B) -4 C) -5 


E) 7 


Si x, es una raíz de la ecuación x?=x+3. 


2-5 
Halle el valor de: 2x, +1 
A) 1/2 B) 2/3 O -3/5 
D) -4 Ej) 1 
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10. 


11. 


2. 


13. 
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Si m,n,p son las raíces de la ecuación: 
1-2 +4x-2=0. Halle el valor de: 


(m-D n-1 p-1 
14. 
A) 8 B) 4 O 2 
D) 18 E) 20 
Las raíces de la ecuación cuadrática: 
-ax+b=0 verifican el sistema: 
5x,+x,=3 
Xx +5x,=9 15. 
Halle el valor de de “a”. 
A) 2 B) 3 C) 4 
D) -2 E) 5 
Calcule el mayor valor que tiene «m» para 
que la ecuación: 
+m=(m+ 1x1 
tenga raíces iguales: 
A) 1 B) 5 O 3 16. 
D) -1 E) -3 
Dado la ecuación en “x” aé+bx+c=0 de 
raíCes X;, Xy 
Halle la relación entre los coeficientes si una 
raíz es la mitad de la otra. 
A) ab*=9a%c B) 2b*=9ac C) 3b=2c 
D) 5b=7c E) 7b=4a 
17. 


Siendo (a,b) el conjunto solución de la 
ecuación 2x-x+3=0 
Halle el valor de: (2a-1)(2b-1)+8 


A) 10 
D) 14 


B) 12 O) 17 


E) 15 


Si una raíz del polinomio P(x) es 2 tal que 
PO) =yx*-yx-6 


Álgebra 


Halle el valor de la otra raíz. 


AJO 
D 3 


B) 1 O 2 


E) -1 


Si fu,v) es el conjunto solución de la 
ecuación: x"+3x+k=0; sabiendo que 
ul+v=6k, 

Calcule el valor de k. 


A) 1 
D) -2 


B) -1 0) 2 


E) 9 


Dada la ecuación: 4x* +12x? -209x-627=0, 
Si xy es una de sus raíces (x, + -3), calcule 


EM 
209 
1 1 1 
A) 12 B) -4 (0) 7 
AAA pi 
D 17 ) 19 


Halle el valor de P si las raíces de: 


2 
son x1=mm+1, x2=mm, meR* 


2 
x-(p+3)x + (5) +1=0 


DE 
) 3 


O) 1 


B) 0 o 3 


E) 2 


Si el polinomio PO)=ax*+bx-6x+e, az 0 
admite como raíces a: 


1 1041 1041 
A=>3, x,=P ; x=2 
2 p+l p"-p 
Donde: p £ £-1,0,1) 
Halle el valor de e: 
A) 2 B) 3 O 4 
D) 5 E) 6 


CAPÍTULO | 


Teoría de ecuaciones 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


Si las ecuaciones en “x”: 
3m4-2nx+1=0, nz0 


23. 


XIMENAPG, x+HN+4q+m 


=(m+n+p)* 
n-m+q n+m+q 


son equivalentes. Halle el valor de n. 


A) 0 
D) 2 


B) 3 D) 1 


E) AVC 


Al resolver la ecuación bicuadrada: 
x-(3n-Da?+n(2n-1)=0, n<0 
Indique cuántas soluciones reales tiene 
dicha ecuación. 24. 
AO 
D 3 


B) 1 


Si la ecuación en “x” 
(a*-13a3x+a?+a=6-36x 

tiene como conjunto solución a R, 
entonces los valores de “a” son: 


A) 2,3 B) 2; -3 CO) 2,-3 
D) 2, -4 E) 3, -4 


Resuelva la ecuación x?+6px-2k=0 

Si 3x"+(k+a)x+5-k=0 tiene raíces 
recíprocas y 6x*+(2p-1)x+8=0 tiene 
diferentes raíces simétricas. 


25. 


A) 4,-1 
D) 2;4 


B) 4,1 O 3,3 


E) 8, 2 


Luego de resolver x?+4x+3+i=0, indique 
la parte imaginaria de una de las soluciones. 


B) a 


26. 


Indique una cuadrática de raíces m y n si 
las ecuaciones: 


6 +(2m+D)x+4n+2=0 
22+5x+6=0 
son equivalentes 


A) x'-5x+6=0 
B) x-11x+28=0 
O 12-3x+4=0 
D) 2x-2=0 

E) 2-5x-10=0 


De la ecuación —x9+mx?-n=0, 
meRan>0, establezca el valor de verdad 


de las siguientes proposiciones: 


L Si m>0 tiene una sola solución real 

IL. Si m<O0 tiene las tres soluciones reales y 
positivas 

IIL Si m>o0 tiene dos soluciones negativas y 
una positiva 


A) VFV 
D) FVF 


B) VFV C) FFV 


E) VFF 


La ecuación fraccionaria 

x-1 2x+1 

2x-1 x-1] 
ecuación lineal. Dé como respuesta la suma 
del valor de a con la solución de la ecuación 
resultante. 


=a se transforma en una 


23 61 65 
A 7 B) 2 O > 

47 22 
D) 2 E) 65 


Calcular el módulo de una de las raíces de 
la ecuación: (x= 2) +47+2/10x =-4x 


A) 2 
D) 1 


B) 3 C) 4 


E) 3/2 
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27. Determine la condición que debe cumplir 


28. 


29, 


30. 
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el parámetro real “a” de manera que: 
x*-24-Dx?+22-22=0 


Admita al menos una raíz real y otra 
compleja. 


A) 1<0 B) 1<2 
O) 0<x<2 
D 1>2.1>3 E) -2<A<0 


Obtener una ecuación bicuadrada en x 
sabiendo que desde sus raíces son las raíces 
de la ecuación 22-4z-7=0 


A) x*-8x?-14=0 
B) x*-4x?-7=0 
O) x*-8x2+14=0 
D) x*-24x? +49 
E) x*-30x?+49=0 


Luego de resolver: 


Ax? -6x +9) Ñ 1 Eon 
0 -5x+6XMx-4Mx-3) x2-5x+6 x-3 


enuncie el valor de verdad de las 
proposiciones siguientes: 


L La solución es racional. 

Il. La solución es irracional o la solución 
es una fracción. 

lIL. La solución es real y la solución es entera. 


A) VVV 
D) VFV 


B) FVF C) FFV 


E) VVF 


Resolver la ecuación x1+mx*+2x+n=0 e 
indique la suma de todas sus raíces 
sabiendo que admite una raíz triple. 


A) 2 
D) 1 


B) -1 O) -2 


EJ O 


31. 


32. 


Algebra 
Si se sabe que n+p, resolver la ecuación 


1 +(a+2b)x+b%+ab+n_x+b 
x*+(b+2a)xr+al+ab+p  xta 


n+p n-—p b-a 
A) n-p B) an—bp co) n-p 

ap-bn bp-an 
D) “n=p E) “np 


Al resolver la ecuación 
1 _ 1 E 1 
m(x+3)-2n n(x+3)-2m 0,75(n-m)Xx+5) 


indique una de las soluciones obtenidas. 


A 3m-—n B 9m-1In 
) 9n —1Im ) 3n-m 
9n -1in 
O 3n-m 
D 3n-m E 3n-m 
) 9m -1In ) 9n-1im 


Luego de resolver: 


BA avx—a+byYx-b asb 
E as 


Señale la suma de sus soluciones. 


Bab 
A) 6a B) bra O) 
D Ta-b E 4da+b 
) 13 


Responda con el producto de las soluciones 
de la ecuación: 

1 (Sx +1) A 1(3x-1" 8 

5 5x+l1 3 3x+1 15 


B) 13 Cc) 3 


EJ 0 


CAPÍTULO 1 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


Para la ecuación 


AN AE 


es cierto que: 40. 


A) tiene una sola solución 


B) no tiene solución en R 
C) la suma de las soluciones es 2 
D) la única solución es 3 


E) Avo0 


Indique el denominador de la solución de 
la ecuación en x: 


41. 


A) be B) vbc O yb+e 


D) vb?+c? E) yb?-e? 


De el mayor valor de “a” tal que las raíces 
de la ecuación: 
1éLa+3)+(3a+2)x-2a=0 


están en progresión aritmética 


A) 1 
D) 3 


B) 3/2 C) 2 


E) 0 


Luego de resolver 1*+3x-2i=0 
Se obtiene las raíces X¡,X3,X3 


Calcular |x;|+|x2|+|x3| 


A) 3 B) 4 
D) 43+42+1 


O 5 


E) 47+42+1 
43. 


2 2: 
a a a 
En la ecuación en x: GH = dx+3) 


el cuadrado de la única raíz positiva es igual 
a la diferencia de los cuadrados de las otras 
raíces. 

Encontrar dicha raíz real. 


Teoría de ecuaciones 


A) Ya+3 


D) 2 


O) Y2 
E) 1 


B) Ya 


Si se sabe que a,b,c son raíces de la ecuación 
2 +3x+4=0 

Halle otra ecuación cúbica, cuyas raíces 

sean a(a+1), b(b+1), c(c+1) 


A) +2+3x+8=0 
B) +4x+8=0 

O) 4+46x+8=0 
D) +*-12x-8=0 

E) 14+3x+8=0 


Dar un valor de “m>” para el cual la suma de 
las cuartas potencias de las raíces de la 
ecuación 12-mx+1=0 sea mínima. 


A) Y2 
D) -1 


B) Y3 a) 1 


E) 43 
Si las raíces de la ecuación: 


x2+2(m+2)x+5=0 son superiores a la 
unidad, entonces: 


A) me (-o,-3) 

B) me (1,40) 

Cc) me (-(45+2),45 +2) 
D) me (->, 4/8 +2) 

E) m e (=>, 15+2]u u[V5 -2,+00) 


Para la ecuación x*-x9+2x?%-3x-1=0 es 
cierto que: 


A) tiene 4 raíces reales 

B) tiene 6 raíces reales 

C) tiene 4 raíces no reales 

D) tiene al menos 2 raíces positivos 
E) tiene 2 raíces reales negativos 
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44. Para que valores de “k” la diferencia de 
raíces de la ecuación en “x” 
4x-10(2k+ 1)x+14K+5=0 


es mínima 
11 
nO B) 1 € “50 
44 11 
D) == Etna 
) ) 700 


45. Dela ecuación x*+px?+q=0 es verdadero 
o falso que: 


L Si p>0-> posee 4 raíces reales 
HL. Si p>019<<0> siempre tendrá 2 


raíces reales 
IIL. Si p?=4q = tendrá 4 raíces reales 


A) VVV 
D) VFF 


B) VVF C) FVF 


E) FFF 


46. Sila ecuación fraccionaria: 


(a Dí -2Mx -3)_x*-3x4+11 

(a + Dí(x +2 Mx +3) x?+3x +11 
se transforma en una ecuación polinomial. 
Halle la suma de productos binarios de las 
raíces de la ecuación transformada. 


A) 10 
D) 13 


B) 11 Cc) 12 


E) 14 


47.  Darun valor de “m” para el cual la suma de 
las cuartas potencias de las raíces de la 


ecuación 

xé-mx+1=0 sea mínimo 

A) W2 B) 1 O) 43 
D) -1 E) 


48. Resolver la ecuación bicuadrada en x 
4 (b-aJOd+ DA DS e(—3)-1=0 y 
señale el producto de dos de sus raíces. 
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49. 


50. 


51. 


52. 


Álgebra 


B) y5i 


A) 5i 


D) /10i 


C) -10i 


E) Y8i 


Sabiendo que las ecuaciones: 
x2+mx+2n=0 

x+nx+2m=0 

poseen una raíz en común, halle otra 
ecuación cuadrática cuyas raíces sean las 
no comunes de las anteriores 


A) x2+(m+n)x+mn=0 
B) (m+nx+mn=0 
O) x2+2mx+n=0 

D) +2nx+m=0 

E) 122(m+n)x+9mn=0 


Siendo a+b+c=0, halle una raíz de 
ala+2b)x4+b(b+2c)x+c(c+2a)=0 


c-a a-b b(c-a) 
A a(b-0) 
cla —b) a-b 
a(b-c) El ca 


Resuelva la ecuación en “x” 


Ja +V/x=b EOS 


J/b +YÁX =a 
A) a-b B) 2a-b C) a+b 
D) 2b-a E) 2(a+b) 


De la ecuación: 3-4x?+13x+2=0 
Es cierto que: 


A) tiene 3 raíces reales y positivas 

B) tiene 2 raíces positivas y 1 raíz negativa 
C) tiene 2 raíces negativas y 1 raíz positiva 
D) 1 sola raíz real y negativa 

E) 1 sola raíz real y positiva 


CAPÍTULO | 


Teoría de ecuaciones 


53. Si la suma de las dos raíces positivas de 
1 


4x%-(4m+D)x?+m=0 es 1+ e 
2px?-4px+5p=3x?+x-8 tiene el producto 

de sus raíces igual a dos veces su suma. 57 
Halle p+m. 

m3 B) 7 O 11 

D) 15 E) 19 


54. Para qué valores de “m” la ecuación: 


(2vx) (3) +a(1+5)- 0 


tiene 2 soluciones iguales 58. 
A) lv-3/5 B 2v-3 
0) 4 
3 
D) lv2 E) =p 
55. Dada la ecuación: ap*+a,x+a¿=0 59. 
cuyo conjunto solución es: 
lua 
3k+1 3k +4 
Halle: (3k + 1(3k + 4)(a, +a, +27) 
a, 
A) 1 B) -1 d2 
D) 2 Da, 60. 


56. Dado el polinomio: 
Píx)=ayx"+ajx"*+..+8,/897 +0 


Si aj+aj+az+..al =1 Además P(1)=1 


Va 
A 
/ 


Wo 
a 


"AMOR A SOFÍA 


PÁRISS 


Halle: (a+ D)?+(a,+1D)?+...(a, + D? 


A) n 
D) 2n+4 


B) n+2 O n+3 


E n+4 


Dado el polinomio 
PCO)=x*(ab+ac+bo)a*+(ab+ac+bc)x- 
2abc(a+b+c) 


P(ab+ac+bc) 
Halle oyo +0" 
A) 1 B) 2 O -2 
Dj] EJO 


Calcule el módulo de una de las raíces de 
la ecuación 


(x-D+/7+2/10x =-4x 


A) 3 B) 2 


D) Y2 


O 1 
E) 2/2 


Resolver la ecuación en “x” 


A4x 342(1+3/3) 


3x2+2. 32941 SR 
A) v6 B) Y O Ya 
D Y2 E Y 


Si + Yx YE x + Y Vx =1 


Halle el valor de: 


aa +56 
A) 61 B) 32 O) 21 
D) 10 E 6 
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CAPÍTULO 


Matrices y 
determinantes 


William Rowan Hamilton (1805 - 1865) 


Probablemente el matemático irlandés más 
importante. En 1827, a la edad de 21 años, 
ingresó a la Royal Astronomer de Irlanda, donde 
participó hasta su muerte. Hamilton, cuando 
descubrió que la multiplicación de matrices no 
era conmutativa, se emocionó tanto que 
esculpió “AB*BA” en una piedra de un puente 
en Dublin. 


El término matriz fue empleado primero por 
Arthur Cayley (1821 - 1895) y James Sylvester 
(1814 - 1897). Estos dos buenos amigos, 
quienes tuvieron una entusiasta y provechosa 
sociedad matemática, fueron los primeros en 
estudiar sistemáticamente las matrices. 


SiA “B son dos matrices 


generalmente AB BA 


Aplicación de las matrices * 


La teoría de matrices ha sido una importante herramienta de las ciencias físicas desde 1920 y 
ha encontrado aplicación en muchas ramas de las matemáticas, la astronomía, la mecánica, la teoría 
de circuitos eléctricos, la física nuclear y la aerodinámica. 

Sin embargo, su empleo como un instrumento en los negocios y en la economía data tan sólo 
de 1940, cuando George Dantzig, un matemático que trabajó para la Fuerza Aérea de los Estados 
Unidos, desarrolló la idea de la programación lineal (presentado en el siguiente capítulo). Los 
negocios pronto adoptaron las ideas de la programación lineal como un auxiliar en la producción de 
máximas utilidades o mínimos costos. Problemas actuales de economía encierran frecuentemente 
varias docenas de variables y se resuelven mejor en computadoras con la ayuda de matnces. 


Matrices y 
determinantes 


OBJÉTIVOS e NE 
+: Reconocer los tipos de cs 


+. Operar coñ las matrices pará aplicarlas en la resolución de sistemas: linealés, 
. - Lograr:ordenar los datos adecuadamente en la: formulación deún problema. ¿ 
%;“Manejar, los determinantes como elemento, de. £álculo en la resolución delos sisternasTneales. 


INTRODUCCIÓN 

Las matrices y los determinantes son de gran utilidad en casi todas las ramas de la ciencia y la 
ingeniería, pues facilitan enormemente la solución de sistemas lineales. 

Antes de ver algunas aplicaciones, veamos la reseña histórica. 

Los determinantes hicieron su aparición en las matemáticas un siglo antes que las matrices. El 
término matriz fue creado en 1850 por James Joseph Sylvester y fue desarrollada por Hamilton (1853) y 
Cayley (1858). La mayoría de los historiadores coinciden en afirmar que la teoría de los determinantes 
se originó con el matemático alemán Goltfried W. Leibniz (1646 - 1716). Leibniz utilizó los determinantes 
en 1693 en la resolución de sistemas lineales. No obstante, algunos creen que el matemático japonés 
Seki Kawa hizo lo mismo diez años antes. 

La contribución más prolífica a la teoría de los determinantes fue del matemático francés Agustín 
Louis Cauchy (1789 - 1857), quien en 1812 demostró por primera vez el teorema: |AB|=|A/.[B[. 

El desarrollo de un determinante por adjuntas fue utilizada, por primera vez, por el matemático 
francés Pierre de Laplace (1749 - 1827). 

Fue Carl Gustav Jacobi (1804 - 1851), matemático alemán, quien logró que la palabra “determinante” 
alcanzará la aceptación definitiva ya que los empleó en establecer la teoría de las funciones de varias 


variables. Sylvester llamó, más tarde, jacobiano a este determinante. 


61 


Lumbreras Editores Álgebra 


Veamos un ejemplo que nos permite ver la aplicación de las matrices. 

Un productor de camisas, sacos y pantalones, en colores blanco, negro y azul, pide el balance de 
las ventas a uno de sus representantes. Éste le entrega la siguiente relación: 

« 5 camisas de color blanco 

* 7 camisas de color negro 

» 6 camisas de color azul 

+ 4sacos de color blanco 

*« 2sacos de color negro 

+ 10 sacos de color azul 

+ 3 pantalones de color blanco 

+ 1 pantalón de color negro 


Estos datos se pueden esquematizar así: 


Camisas 


Sacos 


Pantalones 


Pero, cuando se conozca la ubicación de las camisas, sacos y pantalones en filas y los colores blancos, 
negro y azul en las columnas, se podrá lograr mayor simplificación y mejor organización de los pedidos 
anotando solo las cantidades de los artículos por colores, así. 


557 6 
4 2 10 
3.1.0 


DEFINICIÓN DE MATRIZ 


Una matriz es un ordenamiento rectangular Es importante adquirir el hábito de enunciar 
de elementos que podrán ser números, siempre filas antes que las columnas (filas - 


funciones, etc., dispuestos en filas y columnas. columnas). ] pisan 
Aquí un ejemplo en sus distintas notaciones. A 


4 3 5 142 
0 5 Aa fo 5-1] f0 5-1 rs mas 
0132 1 J913 2 £ 63214 


32 mn 
Está matriz posee dos filas y tres columnas. 
COLUMNAS 


62 


CAPÍTULO !l 


Matrices y determinantes 


NOTACIÓN GENERAL 

Se simboliza cada elemento con subíndices 
de la forma aj; donde i representa la fila donde 
se encuentra y j la columna. 

Así la matriz de “m” filas y “n” columnas 
cuyos elementos son ay es: 


an An ay Ain 
da Aoc da “o aa 
: ñ 
A= 
da. Ajos” Ai 
. tal 
Ami Am2 "Am Co Ann 


Que abreviadamente se representa por: 


A=(a;) 


mxn 


número de columnas 
número de filas 


Donde: [m;njcN 

Siendo: ¡i=1;2;3;...;m. 
j=1:23;...;n. 

y podemos leer así: 

A es la matriz de m filas y n columnas. 

a, es un elemento de la matriz A. 


IGUALDAD DE MATRICES 


Dos matrices del mismo orden son iguales si 
todos sus elementos de la misma posición son 
respectivamente iguales. 

Así: Sean las matrices 


A= (arman ; B= (diJmxn 


ES: E 
¡ A=BUES 
Ejemplo 1 
3 1 3 1 
Las matrices: |2 5 | y [2 5 | son iguales 
4 -1 4 -1 


ORDEN Y DIMENSIÓN DE UNA MATRIZ 

El orden de la matriz es la multiplicación 
indicada del número de filas por el número de 
columnas de dicha matriz, así si la matriz tiene m 
filas y n columnas, diremos que la matriz es de 
orden mXn. 


Ejemplos: 


1. La matriz ñ 2 tiene 2 filas y 3 
1 4 

columnas, entonces se dice que es de orden 

2x3 (dos por tres). 


50 
2. Lamatriz|0 7 | tiene 3 filas y 2 columnas, 
7 9 
entonces se dice que es de orden 3x2 (tres 
por dos). 


4 5 -1 
3. La matriz|0 0 3 
3 -= Y2 


columnas, entonces será de orden 3x3 (tres 
por tres). 

Como el número de filas es igual al número de 
columnas podemos decir que la matriz es de 
orden 3 (mencionamos sólo un factor de 3x3). 


tiene 3 filas y 3 


Ejemplo 2 
Las matrices: 


x-1 243 2 3 
y  2w-1 Y la -1] son iguales 
Halle el valor de xyzw 


Resolución: 
De la igualdad de matrices: 


x-1=2 >x=3,y=4 
z2+3=3 =22z=0 
2wW-l=l1=>w=0 

-. xyzw=0 
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Ejemplo 3 
Halle el valor de: (2x — y)+(2z —w) 
Si las matrices: 


2x+y 22+w 4 5 
x-2y z-2w)Y¡-1 0 
son iguales 


Resolución: 
De la igualdad de matrices 


2x+y 2z+w)] (4 5 
x-2y 2z-2w sl 0 
MATRICES ESPECIALES | 


De acuerdo a la disposición de sus elementos 
o de la naturaleza de éstos. 
Aquí veremos las matrices cuadradas, las 
rectangulares y sus tipos más usados. 


1. MATRIZ CUADRADA 

Esta matriz se caracteriza por tener igual 
cantidad de filas y columnas, diciéndose que es 
una matriz de orden nxn o simplemente es una 
matriz de orden n. 


Así: 
e O O 
0 2 y5 


son matrices de orden dos y tres respectivamente. 


Si es de orden n tendremos: 


Adu Ay dos Aj 
da Az Ayo oda 
An An An“ Am ) 


Diagonal principal 


la 


nxa ? 


En una matriz cuadrada A=(aj) 


3.a3onal principal es el conjunto de elementos a, 
1al que i=j. 


Se tiene: 
2x+y=4 7 6 
> x=-;y=-= 
o] PGE 
Así mismo 
22+w=5 
sz=2;u=1 
z-2w=0 


Luego el valor de: (2x-y) + (22-w) es: 


Así en: 
,----» Diagonal 
4.31 secundaria 
(23) 
aa E Diagonal 
principal 


La diagonal principa l es la terna: (4 5 1). 
En la matriz de orden n, la diagonal principal es: 


(a, Ay Ag --- App): 


Típos de matrices cuadradas 
Las matrices cuadradas pueden ser: 


a. Matriz diagonal . 
Una matriz cuadrada A=(aj),xp es una 
matriz diagonal si a¿=0 Wixj, es decir, si 


todos sus elementos son nulos a excepción 
de por lo menos un elemento de la diagonal 


principal. 
Ejemplos: 
70.00 
o a E 
1.1010 
001) (o000 


b. Matriz escalar 
Es una matriz diagonal en donde sus 
elementos de la diagonal principal no sor. 


CAPÍTULO Il 


Matrices y determinantes 


nulos e iguales, así: la matriz A=(AJnxn es 


una matriz escalar si: 


k 0.0 0 
_Jk;i= k 0 0 

a > 0;ix%j : 
000 - k 

Ejemplos: 
0 

2.0 3 0 

6 zo ¡[0.3 0 

0.03 


Matriz identidad 
Es una matriz escalar cuyos elementos no 


nulos son iguales a 1. Así A=(a;),x, es una 


matriz identidad si: 


loli 
" 10; i4j 
Ejemplos: 
100.0 
poro 0.100 
ADT 
0001 


Matriz triangular superior 


Una matriz cuadrada A=(a;), xp es triangular 


superior sia¡=0 W i>j, esto es, cuando los 


elementos cue se encuentran por debajo de 
la diagonal principal son ceros. 


Ejemplos: 
3550 4 2 -1 

3.4 
lo 3 0 7 0|;¡0 3 0 
0.00 0.00 -2 


Matriz triangular inferior 


Una matriz cuadrada A=(a,), xp es triangular 


inferior si a,=0 V i<j, esto es, cuando los 


elementos que se encuentran por encima de 
la diagonal principal son ceros. 


Ejemplos: 
1 
A 6 0 0/1 0.0 
3 9| 1 16 0[;j0 2 0 
3 2 n/i¡2 10 


Matriz simétrica 


Una matriz cuadrada A=(a;),,x, es simétrica 


si a =aji, Vi,j, esto es, los elementos 
dispuestos simétricamente a la diagonal 
principal son iguales. 

Ejemplos: 


14 

3 

Vemos que las matrices diagonales, 
escalares; identidades son simétricas. 


Matriz antisimétrica 


Una matriz cuadrada A=(aj)xn es 


antisimétrica si a¡=-a, Wi,j, esto es, los 
elementos dispuestos simétricamente, con 


respecto a la diagonal principal, son de signos 
opuestos. 


Si: aj=-a, a si i=j 


> aj= as > a,=0 
Así que los elementos de su diagonal principal 
son nulos. 


Ejemplos: 
4 2 
0 


o 3/2 
30 pj . 
2 10 
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2. MATRIZ RECTANGULAR 

Son aquellas matrices donde el número de 
filas es distinta al número de columnas. 
Esto es: la matriz A=(a;)x, €s rectangular si 
mn. 
Ejemplos: 


(2.3 1 Du 


- DN 
N ah O 


3x2 


Típos de Matrices Rectangulares 
a. Matriz Fila o Vector Fila 
Es una matriz formada por una sola fila, esto 


es, A=(aj)x, es una matriz fila si m=1 Ó 
bien A=(a;)1 xn - 

Ejemplos: 
403;:B342-D);6Exr0.0 2) 


b. Matriz Columna 
Es una matriz formada por una sola columna, 


esto es, A=(aj)nxy es una matriz columna 
sin=1ó bien A=(Aj)mx- 


Ejemplos: 


3. MATRIZ NULA 
Es aquella matriz cuadrada o rectangular en 


donde todos sus elementos son nulos, es decir, 


una matriz A=(a;).mx, es nula sia,=0 Wi,j. 


PO 


Ejemplos: 
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Ejemplo 1 

Escribir un ejemplo de una matriz de orde” 
3x3 que sea: 

a) Triangular superior 

b) Escalar 

Cc) Simétrica 

d) Antisimétrica 

e) Fila de orden 1x5 

f) Columna de orden 4x1 

g) Identidad de orden 3 


Resolución: 


Las matrices pedidas son: 


Dcdo 0 0 
a Jo os plo 2 0 
00.07 A 
4 2 45 072 
NT et 0% 
2.40 
AN E 
o (425143) 
143 
á 100 
o | si g) [9 1 0 
0.01 


el 


Ejemplo 2 


Halle el menor valor de: a) si las matric= 
z 


Ax zz] (6 12 
x+y? 1 "| 5 1 | soniguales. 
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Resolución: 

-Tm=b > -Tx+6=0 

que factorizando: (x-1)(x+3)(x-2)=0 
=> x=16x=3 Ó x=2 

Además x + y =5 


Si x=-3 «> y'=8 > y=3+2/2 (puesto que se 

busca el menor) 

Asímismo: 22-2=12 > 2-z-12=0 
=>2z2=-3óz=4 


OPERACIONES CON MATRICES. 


Así como en cualquier conjunto numérico, 
en el conjunto de matrices también se definen 
ciertas operaciones, obviamente, bajo 
determinadas condiciones. 


1. ADICIÓN Y SUSTRACCIÓN DE MATRICES 
Antes de dar la definición de adición o 

sustracción de matrices, veamos el siguiente 

ejemplo: 

Una tienda de ropa de vestir tiene dos agentes 

vendedores: 

+ Uno de ellos solicita 6 camisas blancas, 7 
camisas negras, 2 camisas rosadas, 5 
pantalones negros, 15 pantalones blancos. 

«  Elotro solicita 10 camisas blancas, 5 camisas 
negras y 7 camisas rosadas, 9 pantalones 
negros y 10 pantalones blancos. 

¿Cuál es el requerimiento de ambos agentes? 


Resolución: 
Los pedidos de los agentes se pueden 
esquematizar mediante las siguientes matrices: 


As ( 7 o) 3= (y 5 a 
5 15 0]?» 910.0 
Entonces el pedido tal será: 

(6+10) camisas blancas 

(5+7) camisas negras 

(2+7) camisas rosadas 


(5+9) pantalones negros 
(15+10) pantalones blancos 


asíque: A+B -[ 


Matrices y determinantes 


x— 
2z 


Luego el menor valor de dd se obtiene cuando 


x=3; y= 242 iz=4 


x-y 3-22 
> = ——_—_—— 
2z 2(4) 
Xy _ 3422 
2z 8 


6+10 7+5 2+7 
5+9 15+10 0+0)].. 


6 12 
AB) >) 


14M 25 0 


Definición de la Adición de Matrices 
Sean las matrices 
A=(amxn A B=(Di)mxn 


La suma A+B de las matrices A y B de orden 
mXn es una matriz C=(C¡);nx, de orden mxn, de 
tal modo, que cada elemento c; es igual a la suma 
aj +b; 

Así: A+B=(aimxn + Cid = (+ Dido 


Ejemplos: 


1. Sean: A= ES ; B= Eo 
3 - 9 16 


entonces A+B es: 
A+B= 2 4 pe 5 7 de 2+5 4+7 
3 9 16 3-9 -1+16 


> (A+B) = De 


Sean las matrices: 


LY 


1 9 8 2 
A=|-5 -1|; B=|9 5 
4 9 E dE 
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Luego A+B y A-B son: 


1 9 8 2 1+8  9+2 
LA+B=|-5 -11+|9 5|=|-5+9 -14+5 
4 9 -1 3 4-1 9+3 
9 11 
= A+B=|4 14 
5318 
19 8 2 ¡2 E 
IL A-B=|-5 -1|-|9 5|=| -5-9 -1-5 
4 9 13) |4-(-D 9-3 
AR 
> A-B=|-14 4 
5 6 


La operación binaria que hace corresponder 
a cada par de matrices A y B una tercera 
matriz C llamada suma de A y B, esto es: 
+:M Xx Mmxn 77 Minxn 

(A; B) ——> A+B=C 
Demostrar que (Mmxn ; +) tiene una 
estructura de grupo. 


mxn 


Resolución: 

Para ver si tiene estructura de grupo veamos 

las siguientes propiedades. 

L La adición es interna o cerrada en Mx 
es decir: VA,B€ Mmxn => (A+B) € Min 
por definición de la adición de matrices. 

IL. La adición en M,,., es asociativa, es decir 
VA;B;C€ Mmxp: (A+B)+C=A+(B+0C). 

Veamos: 

Sean Aslan ; Blbidmxn + C=S(Cidmxn 

=> (A+B)+C = (Cajita) + (Cm 

=> (a, HDi HC mn = Carra HG + Cd 

= A+(B+C) 

Ill. Existe en M,, ., Una única matriz identidad 
o neutro aditivo denotado por 6 ; llamada 
matriz nula cuyos todos sus elementos 
son ceros; esto es: V A € Mun 30 tal 
que A+0=0+A=A 


IV. Para toda matriz Á € M,,,, tiene un 
simétrico aditivo dado por —A; esto es 


VA € Minxn -A=ajYmxn 
> A+CA) = ¡CARA + (ED On 


Con estas propiedades queda garantizado que 
(+; Mx.) tiene estructura de grupo. 


mXxmn 
Además: 


V. La adición en M,, , es conmutativa 
VA¡Be€ M mxn > A+B=B+A 
así: A+B = (Adinxn + Mido 
= (aj + Didnxn = (Dj +0 
= Cidinxo + ¡CA =B+A 
Mediante esta quinta propiedad diremos que 
(Maxn; +) es grupo abelino. 


2. MULTIPLICACIÓN DE MATRICES 


a. Multiplicación de un escalar por una 
matriz 
Cuando un escalar multiplica a una matriz 
cada elemento de la matriz queda 
multiplicado por dicho escalar. 
Así: Sea A=(aj)mxn > KA=(Kai)moxn 
Donde: k es un escalar 


Ejemplos: 
1. Sea: 


(43 (0 56) 
Jos : ) 7 sam [3 0 
20 15 
_ 5a= 5) 
p=|, 3 A 
43 0 


-AD 
4) 


2 6 4 
== -2B= 
3 4 0 


-2(3) -2(2) 
“3 (0) 


CAPÍTULO H 
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b. 


Multiplicación de una matriz fila 
por una matríz columna 
Sean las matrices: 


b; 
b, 
A=(a, az az... apixn; B=]by 
b, nx1 
Definimos: 
A.B = (ayb; + ayb, + agb +... + arbo) ix: 
Es decir: 


Ejemplos: 
7 
l. Sean: A=(1 3 5); B=|-2 
4 


> AB= (1(7) + 32) + 5(4)) = 21 


3 
0 
2. Sean: M=(3 5 3 D);N= 0 
2 


> M.N=(3(3) + 5(0) -3(0) + 1(2)) = 11 


Multiplicación de dos matrices 

Dados dos matrices A=(Aj)mxn; B=(Djdnxp 
existe una tercera matriz € = (C;)mxp que 
representa el producto de multiplicar las 
matrices A y B; donde c;, es el producto de 
multiplicar la fila i de la primera matriz por la 
columna “k” de la segunda matriz. 


La multiplicación de la matriz A y la matriz B [ 
existe si y sólo si el número de columnas de la $ 
primera matriz es igual al número de filas de la [ 
segunda matriz. É 


Es decir: 


sc cdE 
q E 


Ejemplos: 


1. 


3. 


Sean las matrices: 
3 
A=(1 2 3,4%; B=/|4 
2 


3x1 


>A.B=(13+24+3.2),., = 17 


Sean las matrices: 


3 2 3 
e 2x2 2 2x1 


La matriz AB será una matriz C de orden 
2x1 


=(32 la +4= 
e¡¡=( o =9+4=13 
SE 
co =(4 D(5) =12+2=14 
13 
E:= 
Sean las matrices 
541 
ES) ¡ B=|7 9 3 
23 2 12h 


La matriz € producto de A y B será de 
orden 2x3 de la siguiente forma. 


Cu y € 
C = 11 12 13 
“a a Ca 
Hallando cada uno de los elementos: 


HA 

e, =(4 alt) =asram22mas 
AJA 

e =(4 als) =1199921=a5 


69 


Lumbreras Editores 


5 ” A 
Ú 
P 
= 
+ 
ad 
a] 
+ 
N 
N 
1l 
pm 
a 


A 
Co3765 1 3 =5.1+1.3+9.2=26 


45 45 17 
=> Cc = 
50 38 26 


La multiplicación de matrices no 


necesariamente es conmutativa. 


PROPIEDADES 
Sean A, B, C matrices para las cuales están 
definidas las operaciones de adición y 
multiplicación con m, n escalares, se tendrá: 
L  m(A+B) = mA + mB 
IL. (m+n)A = mA + nA 
MIL. mA) = mnA 
IV. A(BC) = (AB)C 
V. A(B+C) =AB + AC 
VI. AB=0 no implica que A=0 ó B=0 
VI. AB=AC no implica que B=C 


Ejemplos: 
l. Sean las matrices: 


3 2 3 7 
= :B= 
Veamos AB y BA 
e 3 2/3 7) (33+21 3.7+25 
Ha 11 5) | 43+11 47+15 
DS 11 31 
13 33 
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sa [3 778 2_ 3.3474 3.2471 
lia s)jla 1)" 113+54 1.2+5.1 
37 13 
23 7 


De donde observamos que: AB x BA. 


> sa 


2. Sean las matrices. 


35 
a=Í; 1) 


B= 5 10 
3 4 
Veamos AB. 


ap=[3 5/5 10)_(35+503) 3.10+5(-6) ' 
-(¿ 10 a 5) 6.5+10(3) 6.10+10(6) | 


0.0 
AB= 
AO, 


Vemos que AB=0, pero no implica que A o B 
sean matrices nulas. 


3. Sean las matrices. 


lo o) es a): em le) 


Veamos AB y AC. 


PO EN O 12+15 1.3+18 
lo 015 8] |10.2+0.5 0.3+0.8 


Se observa que AB=AC sin embargo BxC. 


DEFINICIONES 

L Si AB=BA, se dice que las matrices A y B son 
matrices conmutables. 

IL Si AB=-BA, se dice que las matrices A y B 
son matrices anticonmutativas. 


“51'A es una mátnz cuadrada 'ae oraen n 
B=aA+bI donde a y b son escalares entonces A 
y Bsonconmutables. 
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3. POTENCIACIÓN DE MATRICES 


Sea A una matriz cuadrada de orden k e IN 
definimos: 


IT; n=0 ¡AZFO 
AR = A; n=1 
A.A.A...A ; ne N;n> 2 
A 
Ejemplo 
Si A= 


A entonces A? es: 
ar [1 31 3) _ (1.1432 1.3+34 
Td2 4l2 4) (21+42 23+4.4 


TRAZA DE UNA MATRIZ. 


Matrices y determinantes 


La potenciación de matrices es conmutativa. , 
De donde se tendrá. E 


Si A es una matriz cuadrada 


>2ACAM=AA"/mnelÑN 
SiAyBconmutan > A”yB" 
conmutan siendo m, nnaturales, 
SiA es una matriz cuadrada 

(A"Y =A"=(AJ";¡m;ne N 


Dada una matriz cuadrada, se llama traza a 
la suma de los elementos de la diagonal principal 
y 
se denota por traz así: 


Ejemplos: 
1. Sea: 


a=[: . => Traz(A) =4+7=11 


2. Sea: 


539 0 
M=|0 7 4 |=Traz(M) = 5+7-2=10 


ntir i TEOREMA 
Sean las matrices cuadradas A y B del mismo 
orden y A unescalar. 
L  Traz(A+B)= Traz(A) +Traz(B) 
IL. Traz(A*A)= ATraz(A) 
HI. Traz(AB) = Traz(BA) 


Demostración 
L Sean: A=(ajdmxo ; B=(BjYmxn 


> AB = (aj + Didonxn 


Traz(A +B) = Vía, + bi) = 
i=1 


n 
i=1 


IL As ado 


b¡ = Traz(A) + Traz(B) 
=1 


= Traz(MA) = Ya aj=A Ya, 
i=1 i=1 


= 1. Traz(A) 


n n 


II Traz(AB) = Y Cy / Cy = Ya, Dj 
¡ j=1 
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Álgebra 


TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ 


Definición 

Sea A una matriz A(a¡)mxp se llama 
transpuesta a la matriz denotada por A' definida 
por Aajaxm. Es decir, dada una matriz A se 
determina su transpuesta denotada por A” 
intercambiando todas las filas por columnas. 


Ejemplos: 


1.4 
123 
L ses an 7 No 27 

3 2 


OTROS TIPOS DE MATRICES 


1. Matriz simétrica 
Una matriz cuadrada diremos que es simétrica 
si y sólo si es igual a su transpuesta (A'=A). 


Ejemplos: 
-10 1 2 
E 4): a 
2 3 5 


2. Matriz antisimétrica 
Una matriz cuadrada será antisimétrica si y 
sólo si es igual al negativo de su transpuesta 
(A'=-A). 
Ejemplos: 


(0 5 Tr _f0 3) 

az. . e A le o) 
0 0 

= a, ojo 


> A es antisimétrica 


TEOREMA 


Toda matriz cuadrada se puede escribir corno la 
adición de una matriz simétrica y otra 
antisimétrica. 


2. 


Sea A= > A= 


O $2. 0 
N Ju 
DD — Ha 
HH 0 uu 
— Ja 
¡E 


TEOREMA 
(A2B) = AB" 
(AD =A 


(LA) =2A'; A esun escalar 
(AB) =B'.A! 


Demostración 
Observe las matrices A+A' y A-A' 


Vemos que: 

(A+ADY" =A + (AD =AT+4A=A+ Al 
> A+ A! es simétrica 

(A-APY =AT-(ADT=AT-A =-(A-A) 
> A-A' es antisimétrica 

A+AT'- A-A 
+ 

2 2 


simétrica 


y como: A= 


antisimétrica 
podemos expresar la matriz A como una 


adición de una matriz simétrica y otra 
antisimétrica. 


Matriz involutiva 
Una matriz cuadrada es involutiva si y sólo si 


su cuadrado es igual a la identidad (A?=D.. 


Ejemplo: 


CAPÍTULO Il 
Veamos: 
E 
Al= AA= j = 
0 10 1 
E 0 ON E 
OO ORO AS 
> A=1] «= Aesinvolutiva 


4. Matriz nilpotente 
Una matriz cuadrada A se dice nilpotente de 
índice k si A* = 0 ; donde 0 es la matriz nula; 
además AF! < 0, 


Ejemplo: 
1 1 3 
A=|5 2 6 
2 -1 3 
Veamos: 
LAND. +3 
L ——AÍSAA=5 2 6|5 2 6 |= 
2 132 1 3 
14+2-6  1+2-3  3+6-9 
=| 5410-12 5+4-6 15+12-18 
-2-5+6 -2-2+3 -6-6+9 
0.0 0 
>Aé=|3 3 9 
1 1 3 
1.1 3Y0 0 0 
I. AM=AA=|5 2 6/3 3 9 
2 1 3|- 1-3 


0+3-3 0+3-3 0+9-9 

= |0+6-6 0+6-6 0+18-18 

0-3+3 0-3+3 0-9+9 
00.0 
> A=|0 0.0 
0.00 


=> A es una matriz nilpotente de índice de 
nilpotencia 3. 


5. 


Matrices y determinantes 


Matriz idempotente 

Una matriz cuadrada A se llama idempotente 
si y sólo si A?=A. 

Ejemplo: 


2 
Veamos la matriz A = E ] 


Donde: 


6-4) (3 2 
-6+4) |-3 2 


obteniéndose que A?=A 
Luego diremos que A es una matriz 
indempotente. 


Matriz hermitíana 

Dada una matriz cuadrada de elementos 
complejos se llama hermitiana si dicha matriz 
es igual a la transpuesta de su matriz 
conjugada, es decir: 

Sea A = (aj)nxn es hermitiana si A = (a;)'nxn . 
De donde se concluye que los elementos de 
la diagonal principal son necesariamente reales. 
Ejemplo: 

Sea la matriz: 


Aa id 4+i o EN A 4-1 
4-i 1 4+i 1 


—yT 
Como: (4) =A = Ames una matriz 


hermitiana. 


Matriz antihermitiana 

Una matriz cuadrada de elementos complejos 
se llama antihermitiana si es igual al negativo 
de la transpuesta de su matriz conjugada. 
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Es decir: 


Si A=(ainxn A (ay =-(()).. 
= Aes antihermitiana 


De donde se concluye que los elementos de 
la diagonal principal son ceros. 


Ejemplo: 

pi as EN 

= A- dea da] 
E da A] 
= (A) - les da 
> (A) =-A 


Sea A una matriz cuadrada de elementos 
complejos. 


L A+ A ) es hermiteana. 


IL A - (A) esantihermiteana. 


Demostración 
Il. Recordar que una matriz M es hermitiana si 


OPERACIONES ELEMENTALES (0.E.) 


DEFINICIÓN 

Se llama operaciones elementales o 
transformaciones elementales por filas o 
columnas sobre una matriz a las siguientes 
operaciones. 
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Álgebra 
En el teorema: 
(Ar) =(A +00) =(A) +a=-(a+(4)') 


—¡T 
Entonces A+(A) es hermitiana. 


IL. Recordar que una matriz M es antihermitiana 


—yT 
si (M) =-M. En el teorema: 
(07) =(A - A] =(A) -a=-(a-(8)) 
Entonces A- (a) es antihermitiana. 


a 


Toda matriz cuadrada de elementos complejos 


se puede escribir como la adición de una matriz 
hermitiana y otra antihermitiana. 


Demostración: 
Del teorema anterior: 


—yT — T 
Pat ñ 2E0) 
bermilana: antihermitiana 


8. Matríz escalonada 
Una matriz A= (añ. es una matriz 


escalonada si el número de ceros aumenta 
de fila a fila. 


Ejemplos: 


— —-— yo 


a. Intercambio de 2 filas o columnas 
Notación: 
Fila i (£) intercambiamos por la fila j (f) se 
representa por f,Xf; 


CAPÍTULO Il 


Matrices y determinantes 


Columna i (c;) intercambiamos por la 
columna j (c;) se representa por c;Xc;. 


Ejemplo: Sea la matriz 
325 214 


74 42537 4 3 
213 3.25 


CyxC; 
— == 


- a N 


3 5 
7 3 
2 4 


b. Ala multiplicación de una fila o columna 
por un escalar no nulo 
Notación: 
Fila i (f£) multiplicando por un escalar k, se 
representa por f; > kf, 
Columna j (c;) multiplicado por un escalar k, 
se representa por c; — kc; 


Ejemplo: 
4 32 1 
Sea la matriz | 4 7 9 5 
-10256 
las operaciones: 
4 3 2 1 
—2% 7) 4n 71 91 5n 
-10.2 6 


MATRICES EQUIVALENTES 

Se dice que una matriz A es equivalente, por 
fila o columna, a otra matriz B si esta última se ha 
obtenido de la primera por medio de una sucesión 
finita de operaciones elementales por filas o 
columnas. 


Ejemplo: 


3 
A -(, ] es equivalente por filas a la matriz 


4 3 2/2 1 
MR NE 
1022 6 


Cc. Ala fila i (f,) sumar k veces la fila ¡ 
Notación: f, + kf /k es un escalar. 
Ala columna i (c,) sumar k veces la columna 
j (c;). 
Notación: c; + kc; / k es un escalar. 


Ejemplo: Sea la matriz 


341 3-2(2) 4+2(3) 1+2(5) 
2352 -2 3 5 
72m 7 2 T 
-1 10 11 
>|2 3 5 
7 2 85 
3 4 1-4 
— 4-2 3 5-3 
7 2 n-2 
34 3 
>|-2 3 2 
7 2 n-2 


B =(, a porque a la fila 2 se le restó 4 veces 
la fila 1. 


Así mismo, la matriz A es equivalente por 


1.5 
columnas a la matriz C -[ 4 a) , Porque a la 


columna 2 se le suma 2 veces la columna 1. 
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Álgebra 


[| DETERMINANTES | 


Ae 


DEFINICIÓN 


El determinante es una función que, aplicada 
a una matriz cuadrada, la transforma en un 
escalar. 
Notación: 
Sea A una matriz cuadrada, el determinante de la 
matriz A se representa por |Aj o det(A). 
Sea el conjunto de todas las matrices cuadradas 
de orden n; entonces la definición queda de la 
siguiente manera: 

| | ¿Maxon >RÓC 
A —= |Al 3. 


1. MATRIZ DE ORDEN UNO 
Se llama determinante de una matriz de 
primer orden, formada por el elemento ayy, 
al propio elemento a;. 
Ejemplos: 
Sea: A=(3) => JA|=3 
B = (5) > |B]=-5 


2. MATRIZ DE ORDEN DOS 


: _(fAn ap . 
Sea la matriz A= se define su 
d2 Ay 


Ejemplos: 


3.2 
1. A= 
Sea É A 


> |A|=3.4-2.1=10 
21 
2. Sea B=? * 
y x+1 
> |B]=x02+D-y04-1)=+x-yx"+y 
senQ e 


3. Sea ce 
-coshy senó 


> |C|=sen*p+cos'p=1 


MATRIZ DE ORDEN TRES 


Sea: 
an Ar 
A=[az Az dy 
da Ay As 


Se define. 


CE 


Ejemplo: 


1.23 
Sea: A=|-1 0 4 
2.15 
¡A]=(1.0.5+2.4(-2)+(2).1.3)- 
4(9).0.3+(-D).2.5+1.4.1) 
|A|=(0-16-3)-(0-10+4)=-13 


+ JA] =-13 


CÁLCULO. DE DETERMINANTES 


a) Regla de Sarrus 


Se aplica la matriz trasladando las dos primeras columnas a la parte final y se aplican multiplicacionez 


en dirección de las diagonales, conforme se indica. 
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CAPÍTULO | 


TI E] 
Sea: A=|a), dz Aya 


Ag Az dz 


=> |A|=(a,,.a7,433+a;,4793 +413-A71-Ag9) — 
- (a3¡-Ay7.213 +93,.2)3-A11 +233.2y1:219) 


Ejemplo: 
Halle el determinante de: 


1.23 
A=|-1 0 4 
2.15 


Resolución: 


lAJ=|-1 0 


+++ 
[A] = (1.0.5+2.4.2+3(-1).1) 
-((22).0.3+1.4.1+5(1).2) 
= (0-16-3)-(0+4-10)=-19+6=-13 
> JA] =-13 


PROPIEDADES GENERALES 


Matrices y determinantes 
b) Regla de la estrella 


Se multiplican los elementos siguiendo el 
esquema. 


Sea: JA| = |a,, az 


=> |A|=(a,¡.a7,.dz3+a17.d93-A3 +213:471-A32)- 
—(a3¡-277.213+A3,-293.2]] +Ag3.A71-A19) 


Ejemplo: 
Halle el determinante de: 
1.23 
A=|-10 4 
-111 5 
Resolución: 
2 3 2 
JA] = -1 4 E 


1 A 
2 y Vs 


=(1.0.5+2.4-2)+(-1).1.3)- 

(+3.0.3+(1).2.5+1.4.1) 
=(0-16-3)-(0-10+4)=-19+6=-13 
> |A| =-13 


1. Una matriz cuadrada y su transpuesta tienen 
el mismo determinante. 

Es decir, |A| =|A'| siendo A cuadrada. 

2. Sean las matrices cuadradas A y B y del 
mismo orden se tendrá |AB|=|A].|B|] 

3. Si una matriz cuadrada tiene los elementos 
de dos filas o dos columnas, respectivamente 
proporcionales; se dirá que su determinante 
es cero. 


Ejemplo: 


a ka 
A= 
Sea : 5 


= [A] = abk-bka=0 


En forma particular, si k=1 serán columnas o 
filas de elementos respectivamente iguales. 
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a 


4. 
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Si se intercambian dos filas o columnas 
consecutivas de una matriz cuadrada, su 
determinante sólo cambia de signo. 
Ejemplo: 


34 
A= P a > |A| =15-8=7 


eS CE 
= [5 21 > 1B[=8-15=-7 


Dos matrices cuadradas equivalentes por filas 
o columnas mediante la operación elemental 
HL, es decir, cuando a una fila o columna se 
le suma una cierta cantidad de veces otra fila 
o columna tienen el mismo determinante. 


Ejemplo 1 


3 4 
A= E :)> JA] = 15-8=7 


(3 4+3k 
12 5+2k 


] > |B|=3(5+2k)-2(4+3k) 
=7 
= Ay Btienen el mismo determinante 


Ejemplo 2 
Halle el determinante de: 


_ be el 


4386 4387 
Resolución: 
lla 4387 4388| 5.,, 1 1 
4386 4387 4386 4387 
=> |A|=4387-4386 = 1 
+ JA] =1 


El determinante de una matriz diagonal 
triangular inferior o triangular superior es igual 
al producto de multiplicar los elementos de 
la diagonal principal. 


Álgebra 


Ejemplo: 


=> JA] =12.3.4 


OONawa 
DO WS ma 
a NN - 


JA] =24 


El determinante de una matriz antisimétricz 
de orden impar es igual a cero. 


Ejemplo: 
0.4 3 
Sea A=¡4 0 7 
570 
Veamos 
¡A]= 
=> JA] =0 


Sea A una matriz de orden n; se cumpe 
¡kA]=k"|A]; k es un escalar. 
Ejemplo 1 
3 1 
Sea A= > jA] =15-4=11 
4 5 
9 3 


B=3A = B= 
12 15 


] => |B|=9.15-12 : 


= 99,31: 
> |3A| =3?. [A] 


Ejemplo 2 
Halle el determinante de A en: 


ÓN E >) 


Resolución: 
Tomando determinante: 


> JAHAP CID 


de 
1 


[A] =|AP 


3-1 
5 —2 
lAJ=- 


=> jAJ=0 ó 


ZAPÍTULO Ii 


MENORES Y COFACTORES 


Considérese la matriz cuadrada de orden n. 


Pm. 


A= [18 Aj ¡Aj fo Ay ¡pelas 
OS. 
E 
Ani Ap2 ¡Apio Ann 
Lt colurmaj 


Denotaremos por Mj; a la matriz cuadrada de 
orden (n-1) que resulta de eliminar la fila i y la 
columna j de la matriz A luego: 
L Al determinante de la matriz M, (|M;]) se 
llamará menor del elemento a; de la matriz A. 
E Se define cofactor del elemento a; denotado 
por Ay e 
A; = Ep" M5! 


Ejemplo 1 


3 1 4 
5ea la matriz A=|-1 2 -3 


5 Y 


2 3 
el menor de 3 es: =-44+3 Ya 
Ah 
4] 
el menor de 5 es: 3 = 3-8=-1l 
el menor de 2 es: p > 


CÁLCULO DE DETERMINANTES POR COFACTORES 


TEOREMA DE LAPLACE 
= determinante de una matriz A = (as)... es 


zual a la suma de los productos obtenidos de 
multiplicar los elementos de cualquier fila (o 
columna) por sus respectivos cofactores: 


Matrices y determinantes 


el menor de Ja es: E N =9I+4=-5 
Ejemplo 2 
3.5 8 
Sea A=|1 4 -5| del elemento azy=-1 
9-1 7 


il REA 23 
E sE 


(0. (223) = 23 


Menor de az, es: |M3,| = 


cofactor de az, es: Az, = 


sa RUÍA.: 
La diferencia entre el menor |M;,|] y el 
cofactor A; de un elemento a, es solamente 
el signo. 


Así: A, =(-D'"/M,| 
cofacior menor 
de donde: 


M,l si i+j es par 
08 M5 | j esp 


-1M, si i+j es impar 


El signo que relaciona a Aj; y |M,| del 
elemento a, de la matriz A se puede hallar 
en forma práctica mediante el siguiente 
arreglo: 
++... 
AE ja 


Asi el signo de az; es positivo puesto que 
(3+5) es par. 

El signo del elemento a); es negativo ya que 
peo) es impar 


lA] =0yAytagAgt. +A A, 


pe sc 


$ 
| 
4 
i 
i 
as 


da 


j 
3 
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Ejemplo: 
Calcular el determinante de: 


3. 5 7 
A=|-2 0 4 
1 32 


Resolución: 
L Elegimos la fila 2, entonces : 
A Sn 3 5 
= A- -4 
¡5 2 2 12 : El 
=> |A] = 2(10+21)+0-4(-9-5) 
= 2(31)44149 = 62+56=118 
“ JA] =118 


+0 


Lo mas recomendable es escoger la 


fila o columna que tenga la mayor 
cantidad de ceros. 


Ejemplo: 
Halle el determinante de: 
370 
A=|430 
519 
Resolución: 


Nos conviene elegir la columna 3 por la cantidad 
de ceros que presenta. 


43 37 37 
Ap =0.|. ]-0. +9. 
lAl 51 : ) : , 
= 0-0 + 9(9-28) = -171 
“ JA] =-171 


Se reduce mediante la tercera Operación 

elemental (sumar a una cierta fila (o columna) 
una cierta cantidad de veces otra fila (o É 
columna). Buscando la mayor cantidad de [ 
ceros en una fila (o columna) para luego 
desarrollar por cofactores. 
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Ejemplo 1 


32 1 
Halle el determinante de: A=|4 3 0 
7 9 


15 
Resolución: 
3.2 + Il 1 1 
¡A]= (4 3 0 —££>5l4 3 0 
7 9 15 7 9 15 
0 0 1 
a 
j 22 24 15 
4 3 
A| =1 = 4.24-22.3 = 30 
0d y a di 
-. [A]|=30 
Ejemplo 2 
1.0.0 
Halle el determinante de: A=|a bc 
al be? 
Resolución: 
1 1 1 1 0 0 
lA]=|a b c|-—Hisia b-=a c-al= 
3 1 
a b? e al bra? cal 
1 0 1 
a b-a c-a = 


al (b-aXb+a) (c-alce+a) 


b-a c-a 
(b-a) (c-alMc+a) 


=1. 


1 


1 
A c+al 


= (b-aJMc-aMc—b) 


CAPÍTULO II 


EN 


A este determinante: 


c| = (a —b)J(b —c)Mc—a) 
b? e? 


Se le conoce como determinante del 


Vandermonde que mas generalizado es: 


n-i 
1 


] a? 


o =] [a -xp 
E 1] 


lx xn 


El teorema de Laplace se utiliza para 
hallar el determinante de una matriz 
22 cuadrada de cualquierorden. 


Ejemplo 1 
Halle el determinante de: 


a 
1.0 
dl E 
43 
Resolución: 
¡E 
lap 1 920 ti 
A dio aun 
4302) 4% 
EE O da 
=|-7 -5 -11 Ol 74 29 
cb 87.10 bh 1% 3 


Matrices y determinantes 


B-2f 
Ek 5 7 =(1) [28 -13| =-(28.7-5(13) 
53 7 
[A] = -131 
Ejempio 2 
Halle el determinante de: 
a0c.o0 
M= 0a 0 c 
b0do0 
0b 0d 
Resolución: 
a0co0 
Da 0c 
M|= 
Led b0dp0 
0b 0d 


de la primera fila factorizo a y de la tercera b. 


rof£opo0 

a 

0a 0 

|M] = ab E 
1mol£o0 

b 

0 b 0d 


= (ad-—bc) 


ac] 
als (ad-bo)(ad-bc) 


z. [M] = (ad - bc) 
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Ejemplo 3 
Calcular el determinante de: 
E 34 
112. 3.45 =52) [1 3 0 e 3 4|=-1064D|3 0 
10.3 4 5 13141 30 
ESE =-120 
-1 2 3 40 -. JA[ =-120 
Resolución: MATRIZ SINGULAR 
12345 Una matriz es singular si su determinante es cero: 
140345 si su determinante es diferente de cero se llama 
lAl=1 2 0 4 5 L+f5 matriz no singular. 
12305 Ejemplo: cid 
1-23 4 5 L A= > |A| =24-24=0 
6 8 
-. Aes singular 
1034 e 
1204] ff L B= > |B] =20-3=17 
5112-3075 La 
1-2 -3 -4 +. Besno singular 


[ Marrzz Inversa | 


Sea A una matriz cuadrada; si existe una única Ejemplo 2 
matriz B cuadrada del mismo orden tal que Sean las matrices: 
AB=BA=I, definiremos a B como la matriz inversa 5 3 2 3 
de A y la denotaremos por A“, es decir, B=A A= ] ¡B= ] 


1.2 1 5 
Ejemplo1 Veamos: 
¿ a 5 2 5 AB= 5 3y2 -3Y (10-3 -15+5%) (7 0 
A= ¡B= da a 2la1 5) (2-2 -3+10) lo 7 
12 -1 3 

Observamos que: BA = 2 353 a 10-3 6-6 2 7,0 

-1 51 2 -5+5 -3+10 0 7 
ape (8 3/2 -5) (6-5 -15+15) (1.0 . 

Fliala 3 l2-2 -546 "lo 1 De donde AB=BA +1 


= Ano es inverso de B, ni B es inverso de A 


BA = 2 -5Y3 sy 6-5 10-103 (1 0 
la 3] 2) -3+3 -5+6) [0 1 
De donde AB=BA=I Una matriz cuadrada tiene inversa si y sólo si es 


=>. Aes elinverso de Bó (A=B"') una matriz no singular, en tal caso se dice que la 
A z de matriz es invertible. 
B es el inverso de Aó (B=A"”) 
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CAPÍTULO Il 


Matrices y determinantes 


FEO. _z=z>--——— A Y ES 


Ejemplo 1 


La matriz A = observamos que [A|+*0 lo 


4 
2 
cual nos indica que la matriz es invertible. 


OBTENCIÓN DE LA INVERSA DE UNA MATRIZ... 


Ejemplo 2 


La matriz B= se observa que |B]|=0 


4 
2 1 
= La matriz B no es invertible. 


1. MATRIZ DE COFACTORES 
Sea la matriz 


TS E 
dí da Ay da o“: oda 
An An Ang “o An 


Si A; es el cofactor del elemento a¡, entonces 
la matriz B 
An Ap <A, 


Aa Ayo A 


nn 


A esta matriz se le llama matriz de cofactores. 


2. ADJUNTA DE UNA MATRIZ 
A la transpuesta de la matriz de cofactores se 
le llama adjunta de la matriz A. 


Ejemplo 1 


3 5 
4 1 
An=1;A1,54;A7=-5 ; Ay=3 


1 4 l =5 
] fA= AdjA = 
matriz CO l, 3 ] > ] le 3 j] 


Ejemplo 2 


Sea la matriz: A = 


12 3 
Sea la matriz: A=1|3 2 5 
114 3 
ZO 
A y py = -26 
WSeD0%, E 


Ay = (=D'? = -(4)=4 
elo Z (4) 
3 2 
Aj = (=D? = 14 
Ena 
2-3 
Ay = (0? ge za = -(18) =18 
1 3 
As = (-1?? =0 
A 
1 2 
As =(-D?8 = -(6) = -6 
2 =(-D 4 7 (6) 
eS 
Aj tE0o, 35 
1 3 
As, = (-D+? = -(-4) =4 
e = (0! : (4) 
12 
Ag =(-D3* =-4 
Y 3 7 
-26 4 14 
matriz cofacA=| 18 0 -6 
4 4 4 
-26 18 4 
AdA=| 4 0 4 
14 -6 -4 


Sea A una matriz invertible, entonces la matriz 
inversa está dada por: 
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Ejemplo 1 


1.2 3 
da ] 35 [A] =13 2 5|=24 
Halle la matriz inversa de la matriz A = 
4 1 -14 3 
Resolución: E 1 cid 
Del ejemplo anterior 1 =A%= 24 AA A 
14 -6 -4 
1 
AdjA = A [A] =-17 == 
E TEOREMA 
1 SeanA y B matrices cuadradas no singulares: 
a Ll (AB)"= BA” 
> A“ A y 2. (AD =A 
17 717 3. QA) =ATA7 ¡2 esescalar 
4. JAdjAj =]/AJ"! donden es elordendela 
matrizA 


3. MÉTODO DE GAUSS JORDAN 

Consiste en obtener la matriz inversa de una 
matriz cuadrada no singular mediante 
operaciones elementales por filas (O.E.F.; 
siguiendo el siguiente esquema: 


Ejemplo 1 


ee 15 
Halle la matriz inversa de: A = 32 


Ejemplo 2 Resolución: 
Halle la inversa de la matriz 
151107 2 (1.5110 
1.2 3 ; H 
Ol add 
A=|3 2 5 
1.4 3 15:10 poz 2 
ER 13 e (13 13 
012 th 13 
i 01% - 
Resolución: o (13 13 
Del ejernplo anterior 2 E 
2 
-26 18 4 73 13 
Lis 
100 0 4 ica E: 
14 6 4 13 13 


CAPÍTULO ll 


Ejemplo 2 


111 
Halle la matriz inversa de: A=|1 2 ] 
13 4) 


Resolución 

1.1 111.00 1111.00 
12.310 1.0|¿23012-1 10 
1.3 4j0 0 1 011.0 -11 


ÁLGEBRA DE MATRICES CUADRADAS 


Sea A una matriz cuadrada de orden n y f(x) 
un polinomio o una función definida. 


(00)=ayta xtayd+.. tap 


Ejemplo 1 
Sea F(0) =x?+3x-4 


Hallar la matriz f(A) si A = b 5 


Resolución: 
I(A) = A? + 3A - 41 


como: Az [, 3 
¿MAYO (as 
ón el E ale a 
34 e 
E =(, ab e ) 


_(3+3-4 4+3-0 
=18+6-0 11+9-4 


2 7 
cats li la 


Ejemplo 2 


Sea f(x) = ja +1. Halle la traza de f(A) tal que: 
x 


2 -—1 
A=1m1 q 


Matrices y determinantes 


1001 1-1 1001 1 4 
>—39/001-1 2-1 %>3/001-1 2 A 
0110-11 0101 32 


Resolución: 


Como Wip +1 
Xx 


tomando determinante 


2 
la] =1AP [| 7] = JA[=IAFG) 
1 
A|=0 A|=- 
[A[=0 v [A] = 3 
1 1 
ds Do 3 3 Ss Al= 1 1 
¡AJ|_1 2 1 2 
3 3 
2 1 
303 1 1/10 
f(A) = 
a O 
3 3 
8 2 
3 3 
f(A) = 
> f(A) 2 10 
3 3 


+. Traz(f(A)) = 6 
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Ejemplo 3 
ette” 


Se define la función f()= 
e, E 

+= 

Pr? 


Además la matriz A = E e a 


tal que: e* =1+ E 


Calcular la traz de la matriz f(A) 


Resolución: 
mts 
le, 2 a 
E EE 
Lor 1B- 
2 4 
ete" 2 tr Es 
2 4 
AR 
> f(x) =l+ =+=+.. 
qa 


2 
z 1) =14+ E + 


A, 
ro 


Álgebra 


Como: 
AA 
> K(A)= lo :) ak alo o) E 


10 
, a, i 


*. Traz(A) = 2 


Si los elementos de una fila o columna de 
un determinante son la suma algebraica 
de varias cantidades, la determinante se 
descompone en tantos determinantes 
como términos tiene la suma. 
aj/Hm b, c;¡| la, b, cif |m, b; c; 
+|m, b, C; 

m3 bz C; 


a2+mM) b, C, =— Az b, Ca 
agtmz bz cz 


az Db3 C3 


/ RANGO DE UNA MATRIZ / 


3214 
357 -1 
dos vectores filas en R*y 4 vectores columnas 
en R?. Antes de conocer su rango, veamos 
algunas nociones preliminares. 


La matriz A = ] está formada por 


COMBINACIÓN LINEAL DE VECTORES 

Sean H,;H7;H3;...;M, Vectores o matrices 
filas. se dice que un vector x se puede expresar 
de la forma x =p, + Ag) + Ágliz +. . +A Un 
An €R se llaman coeficientes 
de la combinación lineal. 


COn A15A2 Ag 50.5 


Ejemplos: 


L (5,4 =2(1;2; D) + (1; 1;2) 
Se dice que el vector (3; 5; 4) es unz 
combinación lineal de los vectores (1; 2; 1 1 
(1; 1,2). 


2. (SH; 6; 3)=2(-1; 0; 3)-3(2; -2; 1) 


Se dice que el vector (-8; 6; 3) es ur: 
combinación lineal de los vectores (-1; 0: * 
y Q;2;1) 


CAPÍTULO Il 


Matrices y determinantes 


DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL DE 
VECTORES 

Sea V el conjunto de todos los vectores de n 
componentes y sean y; ty; lg; ... 3 My vectores de 


v 

Se dice que los vectores y; 19; Mz; - - . 3 ft SON 
linealmente independientes (1.i.) en V si el vector 
cero se puede expresar como una combinación 
lineal única con coeficientes ceros. 


Es decir: 
Ay + Aga + Agllz +... +A, =0 
> Ah=4=%=...=4=0 


Si no todos los A, son ceros, se dice que los 
vectores M;HM2;lM35-.- 
dependientes (l.d.) 


; M, son linealmente 


Ejemplo 1 
¿Los vectores (1;1) ; (3; 1) son linealmente 
independientes en R?? 


Resolución: 
Veamos: 
A(1; D + 423; 1) = (0; 0) 


(1; 42) + GB4y; 49) = (0; 0) 

4 +34,=0 

4 +24=0 
lo cual es cierto solo si A2y= Ay= Ag=...=2A,=0 
:. son linealmente independientes 
Ejemplo 2 


«Los vectores (1; 2; 3) ; (0; 0; 2); (2; 4; 0) son 
linealmente independientes en R?*? 


Resolución: 
2,(1; 2; 3)+2,(0; 0; 2)+45(2; 4; 10) = (0;0; 0) 
=> (2,+243; 24, +44g; 34, +22,+1013) = (0;0;0) 


A O) 

E O A (2) 

34, + 24, + 104, =0.... (3) 
De(1y(2) 4,=-22; 


Sea 4j=t > 4=4 


En (3): -3t4+22,+10t =0 
E 7 
> == 


Entonces la solución es: 


(. que re R 
2 


que no necesariamente son ceros 


+. los vectores son linealmente dependientes. 


RANGO DE UNA MATRIZ 
Si A es una matriz de orden mxn, se puede 
considerar que cada una de sus “m” filas es un 
vector de R” y sus “n” columnas es un vector de 
R”. 
L El número máximo de filas l.i se llama rango 
por filas. 
IL. El número máximo de columnas l.i se llama 
rango por columnas. 
Se demuestra que el rango por filas es igual 
al rango por columnas. 
II. Se llama rango de una matriz al número de 
filas o columnas L.i. 
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Problema 1 
Sea la matriz: 


I.. ¿Cuál es el orden de la matriz A? 

Il. ¿Cuál es la tercera fila de la matriz A? 

III. ¿Cuál es la cuarta columna de la matriz A? 
IV, ¿Cuál es el elemento a)? 


Resolución: 

l.. Como la matriz tiene 3 filas y 4 columnas 
entonces la matriz será de orden 3x4. 

Il. La tercera fila es: (7 1 0 -7) 


1 
TIL. La cuarta columna es: A=| 5 
7 
Tv. Se pide el elemento de la segunda fila y la 
tercera fila que es 9. 


Problema 2 

Escriba una matriz si es de orden: 

L 2x3 tal que su elemento aj =1+] 
IL 3x1 tal que su elemento a; = ¡*- 


3; si ij 
IL 3x3 tal que a¡ = ; >si 

l4i o si doi 
N. 4x3 tal que a; = h Ñ de a 


Resolución: 
1. De orden 2X3 (2 filas y 3 columnas) 
“a = 14] así ay =2+2 


a dr ay 
=> A=(a5)og = 
a Ay dz 


HL 


_ (141 142 143 
—12+1 24+2 24+3 


234 
L triz b da es: ÁA= 
a matriz buscada es : 4 . 


De orden 3x1 (3 filas y 1 columna) tal que: 


a, =1*-jasíaz = %-1=8 


ar P-1 0 
A=lay|=|2-1|=|3 
az 3-1 8 


De orden 3x3 (3 filas y 3 columnas) tal que: 


3 ;sii=j 
2,siix*j 


ij 
así: az, =2 puesto que 342 


a Ar ay 3 2 
<> A=|a7 ay as |=|2 3 
a Ay Ag 2 3 


ES) 


De orden 4x2 (4 filas y 2 columnas) tal que: 


i+j;sii>j 
1 li-jisti<j 


así: az, = 3+2 ya que 3 > 2 
aj = 1-2 yaquels 2 


an dy ag) (141 1-2 1-31 


_[A dy ag | |2+1 242 23 | 
=> A= = | 
da dy Ag||3+1 342 343 
dy Ay Ag) (1441 442 443) 
2 1 2 
34 -1 
Luego: A= 456 
556 7 


CAPÍTULO 11 Matrices y determinantes 
__ _ ___ ____ _QQE__ Q  YQÓ0 == 012 Matrices y determinantes 


Problema 3 Resolución: . 
Halle el valor de xyuv si las matrices. A mal ae e a) 
x+y u+u 5 5.3 son iguales S 4 -1) 17 4 447 -1+4 
x-y u-u 3 - 
> A+B= e: 
Resolución: 11 3 
 [x+y u+o 53 , 
dá ed E 3 O A 
54 1 7 4 
De la igualdad de matrices: : 
6 15 10 -18 
x+y=5 = LE 
E po enel le a) lo a 
x-y=3 y 
u+v=3 nos as e 
Ss u=l;0= Z -3_ 
u—vu=-1 12-14 3-8 
xyuv =4-1-1.2=8 e sA-2B=[— dd 
Problema 4 
De las matrices: 2 5 - 10 
5 7 TM. A+2B+3I= +2 27% +3 
E 4 3 4 -] 7 4 0 1 
PEA a -1 9 2 5) (10 18) 3.0 
indique su matriz transpuesta. (14 -1J (14 8 0 3 
Resolución: Z 2+104+3 5-18+0 
4+144+0 -1+8+3 
556 
AT=3 4| ; sz ] 15 -13 
7 2 B = 
2 -1 => A+2B+3I dE 19 
554 -] 
Ta 
e 5, 3 | Problema 6 
Sean las matrices: 
Preblema 5 12 -114 
Sean las matrices. di 34 Bu la 2 
a, ¿l Ba, E 14 . Halle: 
4 -1 7 4 0 1 ) 
] L— A7+B? 
le pd matrices: IL AB 
. 3A-2B UL BA , 
UL A+2B+3I IV. (A+B) 
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Resolución: 
1 2Y1 27) (-1 4Y-1 4 
AM+B? = 
h É Al Ae E 2] 
= 146 2+8 E 1412 -4+8 
2 13+12 6+16] |-3+6 12+4 
(7 10) (13 43 _(7+13 10+4 
=l1s 221 13 16) (15+3 22+16 


20 e 


24B? = 
e 18 38 


1 241 4) (146 4+4 
B= = 
lA Ñ Al ,) ee al 
1 4/1 2) (-1+12 -2+16 
sa sa=(, aj ass al 


¿(M2 (1420 Y_ fo 6Y 
E 
_(0 6Y0 6) (0+36 0+36) (36 36 
16 6l6 6) [0+36 0+36)] |36 72 
(A+B)=36/1 | 
di a E 


Problema 7 
Resolver la ecuación: 


1 
3x - 2 los z =x 
1 4 -1 3 
Resolución: 
Como observamos x es una matriz cuadrada de 


orden 2. 
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De la ecuación: 


3 2 2 1 
3x - al y Jae ¿y 
2 1 32 
2 =5 
(3+2+5)x A ah , 
10x = 10 5 pe 6 4 
-5 15 2 8 
16 9 1(f16 9 
10x = Sx==— 
3 23 101 -3 23 
16 0,9 
. X= 
0,3 2,33 


Resolver el sistema de ecuaciones: 


32 
A E 


e indicar la matriz x"y 


Resolución: 
L Sumando las matrices: 
2x = ee yl? ñ e x= ala 
3-2) (1 4 (2 1 


Restando las matrices: 


O CO CIA A 
la 2) lia a -3 


ys 5/2 2/-1/2 1/2) _ 
a No 
_(-5/4+2 -5/4-6 
1 -3/4+1 -3/4-3 


> Xxy= 


(3/4 -29/4 
1/4 -15/4 


CAPÍTULO Il 


Problema 9 
Si (a;b;c;d) € N y además: 


2 
E 3 al de de 29 ] 
1 17d+4 d+21 
cb d 2 d+4 d 
Calcular el valor de a+b+c+d 


Resolución: 
Multiplicando las matrices: 


a+3+d 2a+3b+2) (d+12 29 
a+c+bd 2+bc+2b] |7d+4 d+21 


De la igualdad de matrices: 
+34 ds d+ 12 o a =9 > a=3 


2a+3b+2=29 = 3b=27-2a=27-2(3)=21 
=> b=7 


a+ctbd=7d+2 > 3+c+ JA = JÁ +2 
> c=1 


2+bc+2b=d+21 > 2+7(D)+2(7)=d(21) 
= d=2 


Luego, el valor de a+b+c+d es 13 


Problema 10 
Sean las matrices 


tal que AB=BA 
Calcular el valor de a y c 


Resolución: 
AB= 2 -IYa 1 sl 2a-1l.c 2-1-5-1 
3 fc 5 3a+l.c 3-1+1-5 
_ffa-c 3 
"l3a+c 8 
BA= a 1Y2 -1 Ñ a-2+1-3 -a+1-1 
c 513 1 c:2+5:3 c(-D+5-1 


Ñ 2a+3 -a+l 
71 20+15 -c+5 


Matrices y determinantes 


De la condición: AB=BA 

2a-c 3 ñ 2a+3 l-a 

Ba+tc 8) |2c+15 5-c 
Se tiene: 2a— = 2a+3 = c=-3 

—3=l-a => a=4 
a=4 1 c=3 

Problema 11 

- 0 -1 p : y 
Sea la matriz B= E , además el polinomio 


FO=2 +1. 
Calcular la suma de los elementos de la matriz 
F(B). 


Resolución: 


La matriz F(B)=B*' - 2B*+1/ 1-1, 7 


Veamos las potencias B? 1 B** 
Inductivamente: 


DO 
said cid E 0) 


Se puede observar que: B*=-1 
Luego: B? = (B?)* = (-D? =-1 
B% = (B3)"'. B=(-)"'B=-B 
Luego: F(B)=-B-2(-D+I 
F(B)=-B+31 
de donde: 


ral lo A 
ES 0 o | E ) 
= + = 

AAA 


La suma de elementos de la matriz F(B) será: 
3+1+(-1)42=5 
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Problema 12 

Sea A una matriz de orden 2 cuyo determinante 
es 4 y la diferencia entre la suma de los elementos 
de la diagonal principal y los elementos de la 
diagonal secundaria es 8. 

Si se cuma x a cada elemento de la matriz A, su 
determinante resulta ser -4. Halle x. 


Resolución: 


Sea as: ale los datos: 
cd 


ad -—- bc =4 
(a+d) - (c+b) = 8 


a+x b+x o 
Cc+x d+x 
> (x+a)0c+d) - (x+c)(+b) = 4 


> A +lard)x+ad- 4 —(b+c)x=be=-4 


Además: 


0099); + (2d ba )=-a 
> x=-1 


Problema 13 


Sea la función: 


a EE x*+2 y sea la 
x-2 : 


"-( 7) 


Calcular el determinante f(M). 


matriz 


Resolución: 
Como f(x) = (x+2)(x«-2)" 


= f(M) = (M+2D(M-2D! 


Ñ E A 
(0) Meza, o e e a) 
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. ad a a 
oa as 9) 


ah ay 
= (M+21) E ó 


Calculando la inversa: 


(M-2D" = 


CE (; A > 


> (M-2D"= le E a ua (2) 


Luego de (1) y (2) 
3-10 Ny [(0+1 -3-1 
(002, ale ela Ad 


Il 4 SNE 


Problema 14 
Halle la traza de la matriz inversa tal que: 
a 
2A= ¡A 
2a= lA (54) 
Resolución: 


Vemos que la matriz A será de orden 2 tomandc 
determinante m.a.m: 


pa lao Jl = ema?! 
> ¡Al=8 

S-27 y 

> za =a| ] Amd :) 


CAPÍTULO Il 


-. TrazA=8+6=14 


Problema 15 


En un libro antiguo se encuentra la matriz 


1.0 
A=|05b y sólo se puede leer la segunda 
' 0 c 


Soy 


3 
columna A = | 2 | de la operación A?-AT- 
6 


Hallar la matriz A si se observa que a, b y c son 
naturales. 


Resolución: 
De la matriz A 
10 ay1o0ayfl ac a 
A =|0 b 0/0 b 0|/=0 b? 0 
Dc 010 c 0 0 bc 0 
l ac aj/1 0.0 
> ALA T=|0 b? 0-0 bc 
0 bc 0 a00 
a a 
=|0 b?-b -c 
za be 0 


Matrices y determinantes 


Por dato: 
ac=3 a bib=2 » bc=6 


De donde: b=2 ; c=3 ; a=1 
0 1 
2.0 
30 


Problema 16 
1 2 

Si A= y Ax=A' 
35 


Hallar la matriz x. 


Resolución: 
De la matriz A 


all 21 2 f1+6 2+10 
13 513 5) 13+15 6+25 
7 12 
2_ 
Y "y a 
enAlx=A" => 7 on x= pa 
18 31 2 5 
Luego, multiplicando por (A?) 
A. 1 31 -12) 1/31 -12 
18 31) —7x31-18x12|-18 7 j 1-18 7 


7 121 '/7 12 7 12Y' 1 3) 
> x= 

18 31) [18 32 18 31 2 5) 

RS Cll a EN CA A 

I 31 -12 (1 3 

18 7)(2 5 


? 


> x= 


31-12 93-60 
-18+14  -54+35 


( 7 e 
x= 
pal -19 


? 
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Álgebre 


Problema 17 

Indicar el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones: 

L. A+A' es simétrica para toda matriz A 
cuadrada. 

IL. A-AT es antisimétrica para toda matriz A 
cuadrada. 

IL. Si A y B son matrices cuadradas de orden n y 
I+A+AB=0, entonces A no es singular. 


Resolución: 

L. Recordar que la matriz M es simétrica M'=M. 
En el problema (A+AD =AT+(ADT=AT+A 
> (A+AD'=A+A! = A+A' es simétrica 

(Verdadero) 


IL. Recordar la matriz M es antisimétrica si 
M'=-M. 


En el problema (A-AT=A (AM =A ZA 

=> (A-A”)=-(A-A”) = A-A' es antisimétrica 
(Verdadero) 

II. De I4+A+AB=0 

=> I=-A(I+B) 

tomando determinante |1|=(- 1)” |A].[1+B| 

donde n es el orden de las matrices 

so (DA JHB|=1 

> JA]|=0 A [+ B| =1 

y como |A|+0 = Aesno singular 
(Verdadero) 


Preblema 18 


Sean las matrices A y B tales que: 
u vw 
A|;B=|0 x y 
0.0 z 


o ontrar el valor de U+0+w0+x+y+2z 


a se cumple que AB=1  (I matriz identidad) 


Resolución: 
De AB=I > B=A" 
Cálculo de B por (operaciones elementales) 


A/B-—2£51 lA" 


O.E. (operaciones elementales) 


A E 
Ah DS 1-1 111.00 
0 7 110.1 0201 21020 
a 0.0 1/00 4 
0.0 :00.0 
4: 
11-111 20 1-1 -111.000 
3 0 1.010 2 8 530 1-20 2 0 
0.0 1/00 4 0.0 1004: 


124 
=> A“=|0 2 8|=B 
0.04 
> u=1;0=2;w=4;x=2;y=8;z=4 


. U+FO+FI+X+Hy+2z es 21 


Problema 19 
Dada la matriz A=(a;)¿,4 definido por: 
15 1>]j 
aj=31;i=j 
do 15] 
Calcular | A | 


Resolución: 
Sea la matriz A 


De acuerdo a su definición: 


1234 

2134 
A= 

33.14 

44 4 1 


CAPÍTULO !l 


Calculemos su determinante por matrices 
equivalentes: 


1234 
22.134 op. 
JA] 3314 fa -4f, 
44 4 1 
110 
1-2 2 
lAl= 
-13-13-15 


Por menores complementarios: 


1. 1.0 
lA) =1f-1. -2 2] “>, 
-13 -13 -15 


=> |A|=-(45+52)=-97 


[A] =-97 


Preblema 20 


Siendo n, una solución no racional de la ecuación: 


n+1 n+2 n+3 n+4 
mid n+2 n+3 n+4 n+5 
+3 n+4 n+5 n+6 


n+4 n+5 n+6 n+7 


Determinar el valor de M si 


Matrices y determinantes 


Resolución: 

Calculando el determinante: 
n+1 n+2 n+3 n+4 
n+2 n+3 n+4 n+5| ,., 
n+3 n+4 n+5 n+6| 6% 
n+4 n+5 n+6 n+7 


n+1 n+2 n+3 n+4 
1 1 1 1 
2 2 2 2 

n+4 n+5 n+6 n+7 


=0 


(dos filas de elementos son proporcionales) 


Luego, queda: n*-3n+2=0 
Factorizando por divisores binómicos. 


<= (n-Dínó+n?+n-2) =0 
> n=1 ó »+n+n2=0 


Como ni+n?+n-2=0 no tiene soluciones 
racionales => n, es una solución de: 


n+n+n-2=0 entonces ni+n2+n,-2=0 


De M multiplicando por nf. 


3 3 
No No 


M= 3% 
(n,+2M,-D  ni+n,-2 
como nj =-(n2+n, -2) 


>M=-1 


Problema 21 

Señale el valor de verdad de cada una de las 

siguientes proposiciones: 

L  SiA es una matriz antisimétrica 
> (A-AD es antisimétrica. 

H. Toda matriz cuadrada se puede expresar 
como la suma de una matriz simétrica y una 
antisimétrica. 

HL Si A es una matriz involutiva. 


> 50 - A) es idempotente. 
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Resolución: 
IL. SiAesantisimétrica => AT=-A 


=> ((A-ADY =(AXADO)"=(A A)" 
= (A-A”)” = puede observarse 
que (A-AD)” es antisimétrica 
(Verdadera) 


IL. En el problema 17 se demostró que: A+A' 
es simétrica y A-A' es antisimétrica 


Luego: 
A+A? A-A' 
A= Y ——. 
2 2 
ad E 
simétrica antisimétrica 


= la proposición es Verdadera 


IL. Si A es involutivo A*=I 
1 ed 
Se 2 
> E =( 2A+A?) 


1 1 de 


> Al -A) esindempotente 
(Recordar que M es idempotente si M?=M) 


=> La proposición es verdadera. 


Problema 22 

De las proposiciones: 

Il. Sea A un matriz cuadrada y B= aA+bI, donde 
a y b son escalares > A y B conmutan. 

Il. Siendo A y B matrices cuadradas del mismo 
orden, si A-kl conmutan, A y B conmutan. 

III. Si A y B son matrices antisimétricas y AB es 
simétrica > AB=BA. 

Establezca el valor de verdad de ellas. 


Resolución: 
L.— Hay que demostrar que AB=BA 


+ AB=A(2A+bI)=aA +DA........... (a) 
+  BA=(aA+bI)A=aA?+DA .......... (b) 
Vemos que AB=BA u A y B conmutan 


lL. Como A-kl y B-kl conmutan 
(A-KD(B-KD) =AB-kA-kB+kL........... (0 
(B-kD(A-kD=BA-KB-KA+k?]........... (2) 
De (1) y (2): AB=BA (proposición verdaderé 


II. Si A y B son matrices antisimétricas A'=-2 
a B'=-B pero como AB es simétrica, 


AB=(AB)'=B'A'=(-B)EA) 
= AB=BA (proposición verdadera) 


Problema 23 

De las proposiciones: 

Il. Si B es una matriz diagonal y AB=BA = 
AB"=B"A 
Donde A es una matriz del mismo orden de 3 

Il... Sea A una matriz cuadrada no nula y AB=kB 
donde keR = A"B=k"B. 

II. Si dos matrices no son conmutables son 
anticonmutables 

Establezca su valor de verdad. 


Resolución: 
L Usando la demostración por inducción: 
a) Si AB=BA 
b) Sin=2=> AB? = (AB)B = (BA)B = BAB = 
= B(AB) =B(BA)=B?A 
c) Si asumiendo que para n=m sea 
verdadera; demostrar que es verdadera 
paran=m+1 
ABnm+ 1 =AB"B=B"(AB)=B"(BA)=B"”* lA 
= la proposición verdadera 
IL. Igualmente por inducción: 
a) Sin=2=A?B =A(AB) = A(kB) = k(AB) = 
= k(kB) = k*B 
b) Asumiendo que para n=m es cierto 
demostrar que se cumple para n=m+1 
=> A”*!B = A"AB = A"(kB) = k(A"B) = 
= k(k"B) = k”*!B 
= la proposición verdadera 
c) De la definición si no es conmutable no 


implica que sea anticonmutable, 
=> la proposición falsa 


CAPÍTULO Il 

Problema 24 
4 2 1 

Dada la matriz A=|2 4 2| yseaS una matriz 
124 


triangular inferior / A=SS", 


Halle la traza de la matriz S de elementos positivos. 


Resolución: 


ao00 
Sea la matriz S=|b c 0 
xy z 


efectuando SS” 


a 0 0Ya 0 0 
sSí=lb c 0[b c 0 
xy zlx yz 
a ab ax 42 1 
sSí=|ba bi+c bx+cyal=[2 4 2 
ax bx+cy x?+y? 124 


De la igualdad de matrices: 
a=4 > a=2 


ab=2 “«b=1 
be+c=4 e c=v3 


ax=1l eo x= 


N|— 


| 


1 
bx+cy=2 o 3 +W13y=2 e y= 


¡O 
dry+z2=4 o 3*1 +22=4 o 2=443 
Luego: 


Traz S = a+c+2=2+ Y3 + /3 


+ Traz S =2(1+ 43) 


Matrices y determinantes 


Problema 25 
Dada la matriz 
a b c d 
—b a d -—< 
B= 
<< d a b 
-d cb a 


Calcular el valor de S tal que: 


2det(BB”) 


" der(B)+dex(B") “on: fa; b; c; d) < R-10) 


Resolución: 
Como detB=detB” 1 det(BB")=detB.detB" 


S se simplifica en: 
_ AdetB) 
2detB 
Para hallar el det de B 


= detB 


Veamos BB" 


T 
Be < d a ble d a -b 
-d cb ald -—c b a 
a4b?40?4d? 0 0 0 
cd 0 a+b4c0 40? 0 0 
Ñ 0 0 al+b24024d? 0 
0 0 0 a+bi+c4 a? 


Tomando determinante: 
1B]1B"]=(a7+b*%c*+d%* 
> |B|=(a?+b*+c*+4?)? 
Luego S=(a?+b*+c?+4?)? 
Problema 26 


Sea A= (8i)mxm, - Halle el determinante de la 


adjunta de A si |A| =m,, donde m, y m, son raíces 
de mí-m=12 
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- y Álgebra 


Resolución: 
Resolviendo la ecuación: 
m?-m-12=0 > (m-4)(m+3)=0 
+ m=4 ó m=-3 
Como m, debe ser natural => m,=-4 y [A] =-3 
pero: Adj A=]A|A” 
Tomando determinante 
ladjA]=|A[" JA] = Jadj A] =|A/""" 
Reemplazando datos: 
adj AJ=(=3)'" ... [adj A| =-27 
Problema 27 
Dadas las matrices: 


A=(a5)ax3 /1a-D+ED 
B=(bj)3x3 / D¡=1+j 
Calcular C;¡+Cy7+€33 /C=A+B 


Resolución: 
cy=31+b =D '+ED'+1+1=0 


C79=499 +by= CD + ED?+2+2=6 
C33=99 +by= ED + (D$+343=4 


-. CEC +C3g3=10 


Problemas 28 
Calcular la traza de f(A) siendo f(x)=x?+x-2 y 


e 4 


Resolución: 


f(A)=A?*+A-21 


A E 
“+2 1s 4l8 ls 22 
! NON IL 101/6 12 
¡)= + -2 = 
le 2 E a) lo 8 E a) 


Traz (f(A)) =6+24=30 


E 


Problema 29 
Dado una matriz B de cuarto orden con [B| =+ 
además BA"'B'=AMM” siendo M una matriz 


¡ETA 
diagonal M=(my)4., además m,= (5) 
Halle |A[, si |A|>0 


Resolución: 


1+i 


Hallando M / M=(m;)4,, diagonal con m ==" 


loo0oo0 
2 
2 
gor Y 12341 
M= 3 > [M|=-.2.2.2=- 
oo%2o0 2345 5 
4 
4 
0 0 - 
5 
Luego tomando determinante en: 
BA"'B'=AMM' 
1 
se tiene: BI (BE-IALIMI1MI 
B|? 4 ] 
A 2_| 2_ = 20? 
|A] ¡mp lA] 


1 p 
5 
> [A] =20 v |A] =-20 


-. JA|=20 


Problema 30 

Dada una matriz cuadrada A, se denomina valores 
propios de la matriz A a los números x se 
satisfacen la ecuación |A—x1| =0. Halle los valores 
propios de la matriz A, si: 


2 2 2 


CAPÍTULO !l Matrices y determinantes 


Resolución: 
1.00 cx=c+a o cla l)=a o xyl= 8 
La ecuación |A-x1|=0;I=|0 1 0 |, se tiene: beca 
0.01 (a -DGo-DO-D= ro =] 
2-x 2 -—2 
lo -x -2|=0 Problema 32 
2. tex Calcular: 
Por operaciones elementales A 1.1 11 
3-x x-2 0 14.111 
5 0 lx x-3|=0 111411 
A -1 l-x 1111 4 m1 
3-x 2x-5 0 LAA 
E E 1 A SO Resolución: 


-1 0 l-x 


Desarrollando y usando la regla de la estrella: 


Por operaciones elementales: 


(320G6-1)-(x-3)Qx-5)=0 a a , > s 
(3>0[0-1)*+2x-5]=0 AAA di 
(3-0044)=0 De eel 
De donde: x=3 v x=2 v x=-2 1.1.1 1 4 


*. Los valores propios son 3; 2; -2 

Como la primera fila tiene elementos nulos su 
Problema 31 determinante es cero. 
Dada la ecuación matricial: 


Problema 33 


0.0 aYx a+b Ñ 
Si se cumple: 


0 b 0|x,|=[b+c 


c 0 0lx) [cra f le JC El :) 
Halle el valor de (x,-DGc-DGe-1) til a) lp all 1 
Además 
Resolución: ma-np=33........(1) 
Efectuando: - 
ax a+b m+q =12........ (2) 
bx, [=| b+c Calcular m+n+p+q 
A ES Resolución: 
De la igualdad 


Por igualdad de matrices 


ax=a+b oa(x,-1)=b o x,-1= (5) 


bx,=b+c e b(D)=c e xy-1= (5) 


2m 2n | (2m+n n 
m+p n+q a 2p+g q 
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Álgebra 


De donde: 
2m=2m+n e n=0 
M+p=2p+q + M=P+Qu....... (a) 


Si n=0 en (1): mq=35 

m+q=12 
De donde m=35; q=7 óm=7; q=5 
En (a) p=-2 ó p=2 
Entonces m+p+q+n=10 ó 14 
Problema 34 


Si A es una matriz no singular. Calcular 
adj(A*+2A). 


51 An, 3 
0 1 


Resolución: 
so, Al di ) 
o 10 1) (0 1 
1 10 1 57) (3 20 
a+2A=, o Je s) 
Además: adj M= |M|M” 
> adj(A?+2A)=/A4?+2A](A+2A)* 


_B 203 207", 1f3 -20 
lo 30 3) “90 3 


, 3 -20 
+. adj (A?+2A)= 
adj ( ) E a] 


Problema 35 


Halle los valores de x para que la matriz 
2_ 

A=|* id tenga inversa. 
2x 1 

Resolución: 


Para que tenga inversa |A| + 0 


2_ * 
E NA 
2x 1] 


o x2x3200(30+D 0 
oxi3 vxzxl 
. xeR -—<43;-1) 
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Sean las matrices 


5 -1 - 
¿ari cl 5 boe a k+1 a 
0 n-1 0 n-2 0 n-k 


Calcular el valor de n si 


Resolución: 
Hallemos A,? 


AGE n=k+1 5 Yn-k+1 5) ((n-k+*D?* 
KE" 0  n-k 0 n-k]. o + 


De la igualdad de matrices sólo me interesa e 
elemento que será igual a 55. 
n+(m-D?+(n-2)+.....+12=55, lo que equivale a 
n(n+D(2n+0D 
6 
n(n+ D)QGn+1)=5x6 x11 
n=) 


=55 


Problema 37 


Dada la matriz 
4 2 1 
A=|2 4 2 
124 
Sea S una matriz triangular inferior de element:s 


positivos donde A=5SS”. Calcular la traza de z 
matriz S. 


Resolución: 
x 0.0 
Sea S=| y z 0 
m kn p 
Luego 
x 0 0Yx y m 
so =ly z 010 z n 
mn pj0 0 p 
co y xm 4 2 1 
=lxy y+z? ym+nz |=[2 4 2 
xm my+nz mérmr+p?| (1 24 


CAPÍTULO Il 


De la igualdad de matrices: 
x=4 ex=2 
xy=2 e y=1 
y+2=4 o2=3 > 2=V3 
xm=1 ama 
Ñ 2 

my+nz=2 => o 1+n 43 =209n= 2 

pl e LAIA 2 
min+p=4o +7 +P =49p=3=> p=Y3 
:TrazS =2+ /3 + /3 =2(1+ 43) 
Problema 38 


Halle la relación entre a, b y c de tal modo que: 


Resolución: 
Desarrollando el determinante 


=a4x +bex? +bc-c?x—abx? —ab =0 


++ + 

reducizndo: 

x(bc-ab)+x(at<>+bc-ab=0 

Us de (eras rtb(s4)=0;cxa 
ebx- (c+ralx+b=0 

si tiene raíces iguales: 

fa+o)? 4b?=0 

E(a+c)+2b][(a+c)-2b]=0 

-.a+c+2b=0 v a+c-2b=0 


Considere f()=1+x+x2H48+......; |x]<l 
Halle la traza de f(A) 


ES 
Si A= 


Matrices y determinantes 


Resolución: 


100=-L e f9= (197 
1-x 


10 
=> f(A)= (1-AJ?; con 1 ] 


01 
E AR E (e 
OS h :) a 2 
E 
=Sf(A)=| 2 2 
2-3 


7 
+. Traz (£(A))= 5 +1= 


Problema 40 
Dadas las matrices A y B que cumplen: 

A+2B= y (M 

> 0 -3 eo o ono$Q. ..o.o.o 
5 -11 

ABE qieres: (2) 
Halle |A|-]B| 
Resolución: 


ec: (1) + 2(2) 
5 2 5 IN ( 15 -20 
sa=[, Se a 5) 


o A= : a) [A|=3-8=-5 


go 6 851 
A E! 
B= É ¿> [B| =-2-3=-5 


E 
+. JA]-1B|=-5--5)=0 
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+02 


A E Bal” bl 
3 1 4 1 


No es cierto que: 


A) A+B = B+A 

B) A(A+B)=A?*+AB 

C) A(A-B)=A*AB 5. 
D) (A+B)(A-B)=A4B? 

E) (A+B)?=A?+B?*+AB+BA 


De la igualdad de matrices: 


va +5 x 6x -y 
xy +2y xy |=[2y-y -y 
(-N(+y ay 0. x-2 
Determine: x-y 6. 
A) 5 B) -3 0 3 
D) 2 E 7 


Dadas la matrices: 


re 2 y-2 a 2 4 
3 x+l x+3 1 
Si A =B. Calcular la suma de los elementos 
de la matriz A. 


A) 9 
D) 10 


B) 6 Cc) 11 


E) 12 7. 


-1 
1 
M=A+A?+A + +A?/ neN-n>3 


Establezca el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones: 


1 
Sea la matriz: a9l, ] de la matriz 


IL Su traza es 2n 
Il. La suma de sus elementos es 0 


e —n(n+D 
II. La matriz Mes: A= 2 

0 n 
A) VVV B) VFV C) VVF 
D) FVF E) FFV 


Dadas las matrices: 


a E 


Calcular la suma de los elementos de la 
matriz AB+I 


B) 2 


En base a la matriz A -[ ! ñ , establezca 


el valor de cada una de lasproposiciones: 


L— A?=2A-1 (Il, matriz identidad) 
IL. AÉ=3A-21 (I, matriz identidad) 
IL |A+1]=4 

IV. |A+I|=]|A]+1 


A) VVVF 
D) VVFV 


B) VVFF C) VFFF 


E) VFVF 


Sean A y B matrices cuadradas del mismo 
orden no se cumple que: 
A) (A+B)'=A"+2AB+B? 
B) ¡A+B]|=|B+A] 
C) ¡AB|=]A][B| 
EL: 


E) (A+B)?'=A?+B* + AyBson 
anticonmutables 


CAPÍTULO ll 


10. 


11. 


12. 


3 1 
Dada la matriz A = z 

2 -l 
Calcular la traza de la matriz A”. 


A) 30 
D) 34 


B) 28 C) 32 


E) 36 


Si A es un matriz que cumple: 


2(4 3 
(A+D E 2) 


_ma(1 0 
oom( 


Halle la traza de la matriz A 


Sean A y B dos matrices conmutables (del 
mismo orden), determine la tabla de verdad de: 
L— (A+B)=A?+B?*+2AB 

IL (B AB)"=B"APB, si [B| +0; me N 
IL. B? es invertible si B es invertible 


A) VVV 
D) FVV 


B) VVF C) VFV 


E) FFV 


En base a la definición A= (aj)axp donde 
a¡=]i3] +), establezca el valor de verdad de 
las siguientes proposiciones: 

L Su traza es cero 

IL Si i>j => a¡=0 


TIT. det A + 0 
A) VVF B) VVv C) VFV 
D) FVF E) FFF 


Hallar la solución de la ecuación: 
x-l x x 
x x+2 x|=0 


x x  x>+3 


B) 5 O 4 


E) 2 


Matrices y determinantes 


13. Sea la matriz que cumple: 


215 
A=|c 3 2| cuyatraza es 7 y el producto 
lla 


de los elementos de su diagonal secundaria 
es -3, además su determinante es 10. 


a b c 
Calcular: [$ € a 
ba a 


A) 4 B) 2 O -2 
D) 4 E) 3 
14. Sea la matriz: 
l a+b 0 
A=|2 5 al simétrica. 
box 3 
Halle la traza de A” 
A) -11 B) 2 O -1 
D) -15 E) 16 


15. SiA,B y C son matrices de orden “n”. Decir 
el valor de verdad de cada una de las 
proposiciones: 

L. SiAB=AC =B=C 
Il. SIAB=0=A=0 ó B=0 
III. Si |A]+ 0 > A tiene inversa 


A) VVV 
D) FFV 


B) VFV C) FVV 


E) VFF 


16. Sia, f y y son las raíces de la ecuación 
x+4x+3=0. Calcular el determinante de 


a B y 
p y QU 
y a p 
AJO B) 1 O -1 
D) 4 E) 7 
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17. Calcular la determinante de la matriz A de , 
orden 4 definida por: 0 E 0. É 
eS A) 2 B) A 
5, si i<j 1 1 
¡a | a — 0 - 0 
3, si i>j 2 2 
A)5 B)3 C) 15 ol 
D) -15 E) -24 0) 4 
ls 
18. Sean las matrices: 4 
A= (aidazxo / ay=1+] 1 AA 
B= (bidoxar /b,=2i+3] 0 eN 2 E 
a) 1 E) 1 1 
SiC =AB de elementos c. Halle el elemento 4 0 “a 
C34 
A) 136 B) 121 C) 114 21. Luego de calcular (49A)” si existe. Halle z 
D) 125 E) 134 


19. 


20. 
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Sean las matrices: 


Az, o) ; í esla unidad imaginaria 


w 0 
Ñ 0 ur j Wes la raíz cúbica no real 


de la unidad real 
Hallar la traza de la matriz inversa de: 


1 [atea] 


2.0 
a (o 2) 

0 80 
D) E : 


1 3 
Dada la matriz a-> :) ella se puede 


expresar como la suma de una matriz 
simétrica B y otra antisimétrica C; luego la 
matriz C es: 


22. 


23. 


suma de todos sus elementos, 3: 


23 
a= ia 5) 


B) 4 


Halle A“! e indique la suma de sus 
elementos si: 


111 11 
A=|2 3 4 
3.58 


B) -4 C) -5 


E) 1 


Halle la traza de la matriz A* 


010 
Si A=|/0 0 2 

30.0 
AJO B) 6 C) 36 
D) 3 E) 7 


CAPÍTULO Il 


24. Al calcular el siguiente determinante: 
cos(a—B) cos(B-y) cosíy-a) 
cos(a+B) cos(B+y) cos(y+a) 
senla+B) sen(B+y) sen(y+a) 

Se obtiene: [sen A+senB+senC] 


Halle: “A+B+C” 


A) a+B+y 
0) (0+B+v) 


100 
28. Si A=|-1 2 0]. 
1.23 


B) a +PB+y) 


1 
DO E) ¿e+B+n 
m+3a p+7b AUT 
¡ 25. Halle: |[m+5a p+9b q+I3b 
m+7a p+ilb q+15b 
A) m+n+p B) a+b C) mnp 
D 0 E) ab 
1 1 1 1 | 
26. Calcular: paro ! 
1 1+b 1 
Lolo 1 tra 
AO B) a+b+c  C) abc 
E a+b+c 
aya ) abc 
1 -1 1 
27. SiA=|-1 0 0| la traza de la matriz 
0 -1 1 
ZA es: 
A) 2 B0 0) 4 
D) 1 E) 6 


Halle la traza de la matriz A+A”' 


29. 


30. 


31, 


32. 


Matrices y determinantes 


e al 37 
E y 


Sean las matrices: 


¿Para qué valores de “a” es consistente el 
sistema AC=B? 
Indique la suma de dichos valores 


A) 2 
D) 1 


B) -1 Oo 


E) 2 


Determinar “x” si [A] ICadj(A))lx=A. 
Además |A|* 0 con A=(ajdaxo 


A) A 
D) 


B) A' C) A* 


E) adjA 
; -1 1 : A 
Si Sl 0 2) satisface la ecuación 


+5 +10x+10=0 donde il, 1) 


Si B y C son matrices de coeficientes enteros 
que satisfacen 5A=B*+C*. Halle B-C. 


AJA B) 2A C) A+21 
D) A-21 E) 1 
Calcular: 

so 11 1 

S 123 

“4 
A) 325 B) 2730 C) 2940 
D) 3320 E) 3248 
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33. 


34. 


35. 


36. 
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Calcular [A] si: 


atb a as... a 
a atba a 
A=| . ; Ñ 
a a a a+b 


es de orden “n” 


A) b'na B) b"(na+b) 
C) b'(an+b) 


D) b”*(a+nb) E) b'an-—b) 


Dar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 


L. (GA)i=rA!; r e R; A matriz cuadrada 
IL |[rA]=r"/A|; A matriz de orden n 


IL (AB)'=B'A!; A y B matrices cuadradas del 
mismo orden 


IV. |adj A] =|A]”*; A matriz de orden n 


A) VVVV B) VVVF C) VVFV 
D) VVFF E) VFVV 
Calcular 
lb <c 
(a+b+c0Jfl c a 
la b 


3abc - (a? +b* + c?) 


A) 1 B) -1 C) abc 
D a E 
) abc ) 0 

Halle la traza de la matriz A”! 

1.1 1 
SiA=|2 3 2 

334 
A) 4 B) 6 0) 8 
D) 7 E) 9 


37. 


38. 


39. 


40. 


Álgebra 


Dada la matriz A= (a;;)z,3 tal que: 


3-aj, sii4]j 
a = Só 

-aj, si i=j 
Calcular |A| 
AJO B) 1 0 EE 
) ) da 
oa eS 
) 4 ) 4 


Sean A y B matrices cuadradas de orden 3 
tal que: 


¡A]=21N =APYA? , M=A A? [4A" | 
Calcular |MN]+1B'”|si B es una matriz 


nilpotente de grado 99. 

A) 930 B) 92 0) 919 

0) 920 E) 921 

: xx oy 

Si Ln(1+)=x-—+T—-— + Tomos 

e e 

definimos f(x)= Ln age 

ze SEE 


Calcular la suma de elementos de f(A) si 


aa 


A) 3 B) 1 O -3 

D) 4 E7 

Calcular: 
1234556 
000123 
111245 
000321 
000111 
210432 

A) 1 B) 2 O 2 

D) -1 E) 0 


CAPÍTULO ll 


4l. Para la matriz 


le -6 A 
Azl-6 10-41 


2 -4 6) 


Si AT= - (A*-nA + 180D. Halle m+n 


A) 297 B) 345 C) 361 
D) 441 E) 257 
42. Calcular 
47 26 12| |1 2 3 
119 68 33|+14 5 6 
191 110 54] [7 8 9 
Ay O B) 35 O -12 
D) 15 E) -5 
43. Luego de resolver 
a 111 
l 1.14 
1 la 0 e 
2a+11 1 0 
la suma de soluciones es: 
A) - 4/3 B) 4/3 0) - 3/4 
D) 3/4 E) 1 
44. Calcular 


45. 


46. 


47. 


48. 


Matrices y determinantes 


Calcular el determinante de la matriz. 


pe momo. Bn 
m -l1m ..m 
mom -1..m 
mmm. Un 
A) (n-D)m-1 B) (m+1)"' 
O) ((n-D)m-DEm+D)"" 
D) (m-Dn-1 E GM+Dm 


Sean A y B dos matrices de orden dos, 
simétricas tal que en cada una de ellas los 
elementos de su diagonal principal son 
iguales y además se cumple: 

Det(A+B) + Det(A-B) = 2Det(A) - 2Det(B) 
Calcule Det(AB) 


2cos?8  sen8 
sen28  2sen?e 


Entonces la matriz M? es igual a: 


Dada la matriz M al 


A) M B) 2M C) 16M 

D) 4M E) 8M 
100 

Sea A=¡1 1 0| una matriz, entonces la 
11 1 


matriz A* está representada por: 


1.0.0 Eo 
Aa 14 10 1 
989 49 1 1080 49 1 
1.00 
O) | 49 10 
1225 49 1 
1 00 1.00 
D)| 49 10 E) [| 49 10 
1127 49 1 1126 49 1 
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CAPÍTULO 


Sistemas de ecuaciones 


Tartaglia (c.1500- 1557) 


Sobrenombre de Niccoló Fontana, matemático 
italiano nacido en Brescia, uno de los 
descubridores de la solución de la ecuación de 
tercer grado. Se le conoce como Tartaglia (el 
tartamudo) por su defecto en el habla, debido a 
las heridas que le causó (cuando niño) un 
soldado francés, durante la invasión de su 
ciudad natal. Tartaglia enseñó matemáticas en 
varias universidades antes de instalarse en 
Florencia en 1542. Escribió sobre artillería y 
tradujo los Elementos de Euclides. Reveló su 
método de resolución de ecuaciones de tercer 
grado a otro famoso matemático renacentista, 
Gerolamo Cardano, y éste lo publicó en 1545, 
por lo que se conoce como “fórmula de 
Cardano”. No obstante, el mérito del descubri- 
miento debería recaer probablemente sobre 
otro matemático italiano, Scipione del Ferro. 


| axtby =C... Ly 
| mx+ny=Pp... Lo 
| 


> ICRA 


Un problema de programación lineal 


Elmer ha estado enfermo y debe tomar cada día 16 unidades de vitamina A, 3 unidades de 
vitamina B, y 20 unidades de vitamina C. Puede escoger entre la píldora número 1, que cuesta 
S/. 2,50 y contiene 8 unidades de vitamina A, 1 de vitamina B,, y 2 de vitamina C y la píldora número 
2, que cuesta S/. 5,00 y contiene 2 unidades de A, 1 de B, y 7 de C. ¿Cuántas píldoras de cada una 
deberá comprar para minimizar su costo y llenar sus necesidades diarias? 

Resolución: 
Sea:  x=número de pildoras número Í a comprar 

y =número de pildoras número 2 a comprar 
Si Elmer compra “x” píldoras de S/. 2,50 y “y” de S/. 5,00 el costo por día será: 2,5x+5y. 
Elmer recibe vitamina A de la siguiente manera: 
8 unidades de la píldora número 1 y 2 unidades de la píldora número 2. En total recibe: 8x+2y 
unidades de vitamina A por día. Como debe recibir al menos 16 unidades tendremos: 

8x+2y2 16 


Elmer recibe vitamina B, de la siguiente manera: 
l unidad de píldora número 1 y 1 unidad de la píldora número 2. 
En total recibe x+y unidades de vitamina B, por día. Como debe recibir al menos 3 unidades 
tendremos: 
x+y25 
Análogamente, para la vitamina C, se obtendrá la desigualdad siguiente: 
2x+7y2 20 
Además, como Elmer no puede comprar cantidades negativas de sus píldoras tenemos: 
x20 y y20 
Gráficamente, de todas las desigualdades formadas 
anteriormente se tiene: 


Evaluando en los vértices determinados de la región sombreada se halla el mínimo costo diario 
utilizando la ecuación: 


COSTO DIARIO=2,5x+5y 


2,5(10)+5(1)=25,00 
2,5(3)+5(2)=17,50 mínimo 
2,5(1)+3(4) =22,50 
2,510) +5(8) =40,00 


En consecuencia, lo mejor para Elmer es comprar diariamente 3 píldoras múmero 1 y 2 píldoras 
número 2, con un costo mínimo de 17,50 soles por día. 


Sistemas de 
ecuaciones 


”, > E cos be 


OBJETIVOS NS 
Desarrollar las aptitudes para solucionar cualquier sistema de ecuaciones ya sea lineales ó “no 
lineales, hee 
Aprender a diferenciar los distintos métodos de solución 
* Interpretar y résolver los problemas del tema. 
» Tener una idea de como aplicar a los distintos problemas de programación. lineal, sistema de 


¡ecuaciones diferenciales etc: Ñ 


INTRODUCCIÓN 

En este capítulo aplicaremos la teoría de matrices y determinantes en la búsqueda de la solución 
de sistemas lineales, así mismo identificaremos las condiciones bajo las cuales un sistema lineal tiene 
solución. Queremos ampliar esta teoría para poder estudiar la solución de los sistemas lineales de “m” 
ecuaciones con “n” incógnitas. 

Durante la etapa escolar se han resuelto sistemas lineales usando métodos sencillos como: 
+ Método de sustitución 
» Método de combinación 

Los métodos anteriores siguen siendo validos, pero la dificultad que presentan es la demora en la 
obtención de la solución. En el caso que existan “n” ecuaciones con “n” incógnitas (donde ninguna es 
combinación lineal de las otras) se aplicará el método de Arthur Cayley (1821-1895) utilizando matrices 
y, asimismo, el método de Gabriel Cramer (1704-1752), quien por primera vez expuso utilizando 
determinantes. 

Además, será muy importante que el lector, haciendo uso de su gran creatividad y razonamiento, 
aprenda a interpretar los problemas de texto, problemas casi de acontecimiento de la vida diaria. 
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Álgebra 


DEFINICIÓN 


Es un conjunto de ecuaciones con dos o más 
incógnitas de tal modo que se verifiquen 
simultáneamente para ciertos valores asignados 
a sus incógnitas. 
Ejemplos: 

Ll. Elsistema: (3x+5y=14 

2x-y= 5 

Estas ecuaciones se verifican simultáneamente 
para x=3, y=1 


). El sistema: 2x+y-z=4 
x+y+z=6 
3x-y =4 

Se verifican para x=2, y=2, z=2 

3. El sistema: Áx=1+./[4- y =5 
2 ñ 3 a 
x-4 y+2 


Se verifican para x=5, y =-5 


CLASES DE SISTEMAS DE ECUACIONES 


Se clasificará de acuerdo a ciertas 
características: 


1. DE ACUERDO A LA SOLUCIÓN 
Los sistemas se clasifican en compatibles o 
incompatibles dependiendo si existe o no solución. 


Sistema compatible 
Es aque! sistema que tiene al menos una 
solución. 
Ejemplos: 
3x-y=9 
x+2y=10 


L. 


Cuya solución es x=4,y=3=C.S =((4,3)) 
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1. SOLUCIÓN DE UN SISTEMA 
La solución de un sistema de ecuaciones, si 

existe, depende de la cantidad de incógnitas, es 

decir: 

L Si el sistema tiene 2 incógnitas, una solución 
del sistema de existir será de la forma (Xp, yo), 
llamado par ordenado. 

II. Si el sistema tiene 3 incógnitas, una solución 
será de la forma (Xo, Yo, Zo), llamada terna 
ordenada. 

IL Así en general, si el sistema tiene n incógnitas, 
una solución será de la forma (Xq, Yp» «....... ,¿L00) 
de n elementos, llamada n-ada ordenada. 


2. CONJUNTO SOLUCIÓN (C.S.) 
Es el conjunto formado por todas las 
soluciones del sistema. 


2. Ve 


Vx-1+/y-2=3 


Una solución es x=2,y=6=C.S =((2,6)) 


0 AR 
4x-4y=8 
Una de las soluciones que tiene es x=3, y=1 
y tiene más soluciones. 


CS=((8,Maniccióóóns ) 


A estos sistemas también se les llama sistema 
consistente. 

Estos sistemas, a su vez, pueden clasificarse 
en determinadas e indeterminadas. 


CAPÍTULO Ill 


A) 


B) 


Sistema compatible determinado 
Es aquel sistema que tiene una cantidad finita 
de soluciones. 
Ejemplos: 
3x-y=20 
x+5y=12 
Este sistema tiene una sola solución x=7, 
y=1=>C.5S=(7,1) 


x4y?=17 
E +xy=6 
Tiene 4 soluciones así. 
x=4, y=1=>(4,1) 
x=1, y =4> (14) 
x=-4, y =-1> (-4,-1) 
x=-l, y =-4> (-1,4) 
> C.S=((4,1),(1,4),(4,-),(-1,-4)) 


Sistema compatible indeterminado 
Es aquel sistema que tiene infinitas 
soluciones: 
Ejemplos: 
3x+y=4 
3. y 2 


=Xika= 
2% 


Estas dos ecuaciones son equivalentes y 
quedan reducidas a una sola ecuación 
y=-3x+4, cuyas soluciones encontramos 


tabulando: 
x2-1012.. 
y|107 41-2.. 


Cuyo conjunto solución es: 


C.S = ((-2,10),(-1,7),(0,4),.........) 


x+y+z=3 
=y=l 
Asignando un valor a y se obtiene valores 
para Xx y 2. 


Sistemas de ecuaciones 


cuyo conjunto solución es: 
C.S=1(1,0,2),(2,1,0),(3,2,-2), ds " 


Sistema incompatible 
Es aquel sistema que no tiene solución. 
Ejemplos: 
4x+2y=5 
8x+4y=3 
De la primera ecuación multiplicada por 2 se 
obtiene: 
8x+4y=10 
8x+4y=3 
De donde 7=3 (absurdo) 
Entonces el sistema no tiene solución. 


x24y?=2 

2. x+y=4 enRxR 
De la segunda despejamos y=4-x 
reemplazando en la primera: 


+ (4-x)=2 > x2-4x+7=0 


La cual no tiene solución en R 

Luego, el sistema no tiene solución. Estos 
sistemas también se llaman inconsistentes o 
absurdos. 


-| Incompatible 
| inconsistena 


113 


Lumbreras Editores Álgebra 
2. DE ACUERDO Al TIPO DE ECUACIONES En general 
Los sistemas pueden ser lineales o no 
lineales. AX HD Y AO Z HF ecnononono +d/w =e, 
AX + DY HOZ A ernononas + dy = e, 
Ecuación lineal ] : : ] : 
Se llama así a toda ecuación polinomial de AX FD Y HC Z econo +d, Y =8,, 


primer grado absoluto. 
Ejemplos: 

ll. 3x +/2y =4 

2. 6x+3y-7z=4 

3. nx +2y-3z +w=wV3 


Sistemas lineales 

Son aquellos sistemas donde cada una de las 
ecuaciones son lineales. Esta denominación se 
debe a que, en la geometría analítica, estas 
ecuaciones determinan una recta. 


Ejemplos: 
/2x —l3y = V5 
3x +4y=1 
3x+6y-3z=4 


2. x+2y-z=6 
x-y+5z= 1 


6x-3y+5z=1 
x-y+22=3 


MÉTODOS PARA RESOLVER UN SISTEMA LINEAL 


Los sistemas lineales han sido resueltos por 
diferentes métodos, siendo los más importantes: 


1. MÉTODO DE KARL GAUSS 

Karl Friedrich Gauss (1777-1855) es el más 
grande matemático del siglo XIX. Nació en 
Brunswick, Alemania, en el seno de una familia 
obrera, fue un niño prodigio y desde muy 
temprano mostró una asombrosa habilidad para 
el cálculo. Uno de sus grandes aportes fue su 
famoso método de eliminación para resolver 
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Sistema no líneal 

Es aquel sistema donde, al menos, una de 
las ecuaciones es no lineal. 
Ejemplos: 


1 xA+xy+y=1 Sistema polinomial 


x+y =3 de grado superior 
ED 5 3 Sistemas algebraicos 
2. jx-1 y-1 e 
no polinomiales. 
x 2 y= 2 


x+2y+3z=10...(1) 


3. J2x-y=4 (2) 
2y-2=3  ..(3) 
4  Hogsx- log?x=1 Sistemas no algebraicos 
“— ix.logy=2 (trascendentes) 
AH) 2 OY2m 
5. 3 2%=5 
3x+3y=1 


sistemas de ecuaciones, válido para cualquier tipo 
de sistemas de ecuaciones en 1811. 

Catedrático en matemáticas en Góttingen. 
desde 1807 hasta la muerte, fue condecoradc 
con una medalla en la que estaba inscritc 
“George V, Rey de Hannover, al principe de los 
matemáticos”. 

Este método consiste en ir disminuyend: 
ecuaciones e incógnitas hasta llegar a una sos 
ecuación con la menor cantidad posible «a: 
incógnitas. 


CAPÍTULO II 


Ejemplo 1 

Resolver el sistema: 
3x+5y=14...(D) 
2x- y =5...(2) 


Resolución: 

De la ecuación (2): Y =2x-5  coccconon. (a) 
En (1): 3x+5(2x-5)=14 
>3x+10x-25=14>x=3 
En(0): y =2(3)-5=> y =1 


CS =((3;1)) 

Ejemplo 2 

Resolver el sistema: 
x+2y+3z=10 ... (1) 
A (2) 
2Y-Z=B mass (3) 

Resolución: 


Ala ecuación (1) sumar 3 veces la ecuación (3). 


x+2y+3z=10 
6y-3z=9 
De (2): 2x- y =4> y =2x-4...(B) 
En (a): x+8(2x-4)=19>x=3 
En (B): y =2(3)-4=> y=2 
En (3):2(2)-z=3=z=1 
-.C.S=((3,2,1)) 


9 > x+8y=19...(01,) 


Ejemplo 3 

Resolver el sistema: 
2x-y+z=-3...(1) 
=x+ y -2z =4...(2) 


Resolución: 
Sumando las ecuaciones: 
2x-y+z=-3 


Jeoxaiax=201 
=x+y-2z=4 


Sistemas de ecuaciones 


En (2): -z-I+y-22=4 => y=3z45 
Vemos que la solución depende de z, haciendo 
z=t > x=t+l, y=3t+5 
Luego la solución 
(5 y;z)= (t+ 1,31 +51) = (4 3t; t)+ (1; 5; 0) 


-.C.S=((x;y;2)/(6y:z)=(15,0)+t( ;3,1) conte R] 


A esta forma de expresar la solución se llama 
solución general o solución paramétrica debido 
al parámetro t. 


Estos sistemas tienen infinitas soluciones. 


2. MÉTODO DE ARTHUR CAYLEY 

Fue desarrollada por el matemático inglés 
Arthur Cayley (1821-1895) en 1857. 

Cayley es considerado como el tercer escritor 
más prolifero de matemáticas, siendo sólo 
superado por Euler y Cauchy. Casi todas las áreas 
en matemáticas puras han sido enriquecidas por 
el genio de Cayley. 

Este método consiste en el uso de las 
matrices (matriz inversa) en la resolución de los 
sistemas lineales determinados. 


Resolver el sistema: 


a, Xx +b,y+....... +c,2=d 


Resolución: 

Este sistema de ecuaciones escalares es 
llevado a una ecuación matricial del siguiente 
modo: 
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Si la matriz de los coeficientes es no singular, 


existirá la inversa y será aplicable este método y 
la solución se obtiene con: 


Hallar la matriz inversa de orden 3; mediante el 
método de Gauss-Jordan. 


12 3: 100 12.3.100 
Y (A Dist Y fd, 2-10: 0 1 0fH-2]0 -5 -6 -2 10 
y | [a Da........C2 | | da 02 1001 0.2 -1.0.01 
z An Diporossiza Ca) 1d, 
: , 1 4 | - 
Luego por igualdad de matrices se tiene la f-k 17 5 
solución: E 0.0 o 2 1 5 
f, +=f 
Ejemplo 1 23 10: 2 E 0000 11 
Resolver el sistema: E +5y=14 
2x-y=5 
Resolución: 104 1.0 -1 
Llevado a una ecuación matricial se tiene: cdo 0 1423 
2 
35 Vx (14 17 NE 
eE 02-10 01 
>(* =(3 sy'14 
-1) 15 
eno s)s Ja) a 
REE 5 131 -13 
ler v001422 
-(; . (jaa y=1 fa +L 17 17 2 
1 = 
a e 
COS 160 17 17 17 
Ejemplo 2. 
11.8 3 
Resolver el sistema: [x+2y+3z=10 100 rr 
2x-y=4 xl 2 1 6 
z “2lo1o= -= 
2y-2=3 ot 17 17 17 
a E E 
Resolución: 17 17 17 
Llevado a una ecuación matricial 
12 3 x 10 1803 
2 a pa late Tí le isa 
02 -lJiz 3 2 1 6 1 
zi =|2 -1 0 = 7 17 17 =17 2 -—] 6 
2 (1.2 3310 del O ea 1423 
=>|y|=12 -1 0 4 1...(0) a 
z 0 2 -113 
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En (a) 
x A 1.8 33/10) [3 
y =7 2 1 6 4 [=/2 
z 4 2 3)3 1 
De la igualdad x=3, y=2, 2=1 
LESA 32D, 


3. MÉTODO DE GABRIEL CRAMER 

Gabriel Cramer (1704-1752) matemático 
suizo a quien se debe un método de resolución 
de sistemas de ecuaciones lineales determinadas, 
en 1750 introduce el análisis de las curvas 
algebraicas, que constituye uno de los primeros 
tratados de geometría analítica. 

Este método para la resolución de sistemas 
lineales, utiliza los determinantes. 
Resolver el sistema: 


aX, +D¡X2+ o...... cx, =d, 
ayX, +byX3+.......C9Xp =0) 


A, X, HD, Xz Ho... X= 


Se llama sistema de G. Cramer a aquellos 
sistemas de ecuaciones lineales que cumplen las 
dos condiciones: 

L El número de ecuaciones es igual al número 
de incognitas. 

IL. El determinante de la matriz de los 
coeficientes de las incógnitas es distinto de 
cero. (Determinante del sistema) 


aj Dj.......C; 
az D......Co 

+0 
An Dp......-C,, 


Regla de Cramer 
Se aplica para hallar la solución de los 
sistemas de G. Cramer. 


Sistemas de ecuaciones 


La solución viene dada por: 


y A, es la matriz que se obtiene a partir de la matriz 
A, cambiando los elementos de la columna ¿ por 
los términos independientes. 

Para resolver un sistema de n ecuaciones con 
n incógnitas por la regla de Cramer es preciso 
calcular n+1 determinantes de orden n. 


Ejemplo 1 
Resolver el sistema: 


3x+5y=14 
2x-y=5 


Resolución: 
Hallamos los determinantes. 

L  Determinante del sistema: 
3 5 


=-3-10=-13 
2 —1 


lA]= 


ll. Determinantes de las incógnitas: 


14 5 
A=|; 7 5714-25=-39 
3 14 
A,|= = =- 
la,|=|, s 15-28 =-13 
m Ad. 2.3 
la] 13 
y] 13 _ 
JA] 13 
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Ejemplo 2 

Resolver el sistema: 
x+2y+3z =10 
2x-y=4 
2y-z=3 


Resolución: 
Hallemos los determinantes: 


1.2 3 E 
JAJ=|2 1 O|f,-2£ [0 -5 4- 


-1 
o 2 -—1 -1 |2 


lo 2 
10 2 3 19 8 0 

la =[4 1 0] +38 ]4 o--|, 
3 21 3 2 -1 


1.10 3 1.19 0 

1 19 

=[2 4 0lf,+3f,[2 4 o|-- 
03. 


1 2 10 1-2 101 42 
-1 4|£,-21,j0 -5 -16 -| 
0.2 3 2 3 


JA) 51_ 
ds ÍA] 717 7> 
lA _ 34, 
[aj 17 
JA. 17 
NN =—=]1 
ÍA] 17 


-.C.S. =((3; 2; 1)) 


y= 


4. MÉTODO DE GAUSS POR MATRIZ 
AUMENTADA 
Sea el sistema lineal 
AX  FD¡Xz E ooononoss cx, = d, 


AyX] HD¿Xz Homo... C7X,, = d) 
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Álgebra 


Se llama: 
aj b, c; | d, 
az b, Cc, | da 
a, D, Ca | dh 


Matriz aumentada, mediante algunas 


operaciones elementales por filas puede llevarse 


equivalente en una matriz escalonada, la cual 


facilitará la solución del sistema. 


Ejemplo 1 


Re 


solver el sistema: 


3x+5y=14 --- (1) 
8 -y= 5--(2) 


Resolución: 
Su matriz aumentada es: 


| 


305 


9 I 6 9 
y sJ2lo 13-13 


14 1.56 
-f. 
| 5-4 -1 


lo cual lleva nuevamente al sistema: 


x+6y=9 --(1) 
Ox -13y=-13 ---(2') 


De(2'): -13y =-13= y=1 


En (1): x+6(1)=9>x=3 
E CS. =((3; D) 


Ejemplo 2: 
Resolver el sistema: 


x+2y+3z=10 
2x-y=4 
2y-z=3 


) 


CAPÍTULO ll! 


Resolución: 
Su matriz aumentada es: 


102 3110 1 
A A E e ES 
0 2 -1/3 0 2 
1.2 3110 12 


f, + 2f. ! fa +2£ 
27930 -1 -8:-10[3 210 -1 3 


002113 0.0 


cuyo sistema equivalente es: 


x+2y+3z = l0......... (15) 


De (3'):17z=17=>Z=1 
En (2'): y+8(1)=10= y=2 
En (1): x+2(2)+3(1)=10=>x=3 


CS. =((3; 2; 1)) 


Ejemplo 3 
Resolver el sistema: 


x—-3y+4z2-2w=5 


2y+5z + w=2 
y-32z =4 
Resolución: 


Su matriz aumentada es: 


13 4 205 P. 3 
o. 2.5 112[b20.0 
A: 0 1 
1:00 2522117 
01 0. 
2223 (0 0 11 1-6 


iisl7 


2 


11 1-6 
t 


3 0/4 


Sistemas de ecuaciones 


Luego el sistema es: 
x-5z-2w0=17........ (15) 
y-3z=4>y=32+4 
liz+w=-6=w=-1lz-6 
En (1): x=5z+2(-112-6)+17>x=5-17z 
Haciendo que z=t, teR 
La solución general es: 
(xy, 2,0) = (5-17t; 3t+4; t;-11t-6) 
= (5, 4,0, -6)+t(-17, 3, 1, -11) 
CS, =((5; 4; 0;-6)+t(-17; 3; 1; -11)/teR) 
5. TEOREMA DE ROUCHE - FRÓBENIUS 
Sea el sistema lineal 
ax +b,x,+ ...+Cx, =d, 
a7X, +byX2+ ...+C7X, =0) 


AX; HD Xy + ...FC X= 0 pp, 


Sean C la matriz de los coeficientes de las 
incógnitas y A la matriz ampliada con los términos 
independientes. 


Ar Dimoooo.. C; Ar Dime... Cad 
C= a Daoono... Ca e a Dao...... Cz d) 
Am D, C Am Dd Cn 4 


L La condición necesaria y suficiente para que 
el sistema sea compatible, es decir, para que 
tenga solución es que el rango de C sea igual 
al rango de A. (Rango es igual al número de 
filas linealmente independientes). 


a) Si rango A = rango C = n, el sistema 
tendrá solución única (compatible 
determinado). 

b) Si rango A= rango C=K<n el sistema 
tendrá infinitas soluciones y dependerá 
exactamente de (n-K) parámetros. 
(compatible indeterminado). 

II. Sirango A z C, el sistema no tendrá solución 

(sistema incompatible). 
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Ejemplo 1 
Indicar el valor de verdad de cada una de las 
proposiciones siguientes: 


L 


IH. 


Todo sistema de más incógnitas que 
cuaciones tiene solución. 

Todo sistema de más ecuaciones que 
incógnitas tiene solución. 

Todo sistema de igual número de ecuaciones 
que incógnitas tiene solución. 


En cada caso ponga un ejemplo. 


Resolución: 


L 


IL 
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Aunque parezca una situación mas favorable 
para que el sistema sea compatible, la 
afirmación es falsa, así en: 
x+2y-4z=3 
la +4y-8z=2 
Veamos: 


12 43 1.2 -4 3 
fo —2f 

E 4 3 ¿aaa 0-0 a 

Se tiene rango C=1, rang A=2 


Como Rang Cx+ Rang A>=> el sistema no 
tiene solución (según el teorema de R.F.) 


También esta proposición es falsa 
Veamos el sistema: 


x+y=0 
3x-y=2 
x+2y=5 


Su matriz A-C 


1102 5), 0.1 5 


¡—É 
3 1 2l4Wlo0 -< 2 
11 ofeébli 10 
0151/10 
f,+af|o o 22[=[0 1 5 
A EOS 


rango C=2, rango A = 3 


=> El sistema no tiene solución 


Álgebra 


IM. Es falso que un sistema con igual número de 
ecuaciones e incógnitas sea siempre 


compatible. 
x+y=1 


Así el sisterna | 
x+y=2 
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Como rango C rango A, según el teorema 
el sistema es 


de Rouche-—Frósenius, 
incompatible. 


Ejemplo 2 

Dado el sistema lineal 
x+y-z=1 
2x+3y+a2=3 
x+ay+3z=2 


Halle el valor de a de tal modo que: 
L  notenga solución. 

IL. tenga mas de una solución 

I!.. tiene una única solución 


Resolución: 
La matriz ampliada: 


-1! ar! 
1 1 Df! 1 131 
isa VENA be 1 a+211 
la 3/2)? "|0 a-1 4 ¡1 
11 1. 11 
l 
fi-(a-Df¡0 1  a+2 | 1 
0 0 6-a-a?!2-a 


L No tiene solución si: 
6-a-al=0A.2-ax0 
(a+3)(a-2)=01a7%2 
>a=-3 

II. Tiene más de una solución si: 
6-a-a=0 rn 2-a=0=> a=2 

IIL. Tiene solución única si: 
6-a-a240,12-ar0=axr-3,a+2 
-. ac R-(-3;2) 


CAPÍTULO HI 


Ejemplo 3 
Que condición deben cumplir a, b y C para que el 
sistema lineal en x, y, z 

x+2y-3z=a 

2x+6y -112=b 

x-2y+7z=cC 


tenga una sola solución. 


Resolución: 

La matriz aumentada: 
123 a e 12 3 a 
2 6 -1bi o -5 b-2a 
ven e SEO 40100 ea 

12 -=3 a 

f¿+2£ 0 2 —5 b-2a 
0.0 0 c-a+2b-4a 


L Si c-a+2b-4a=0>c+2b=5a 
el sistema tiene infinitas soluciones. 

IL. Si c+2b%5a, el sistema de ecuaciones 
lineales no tiene solución. 

-. Nunca tendrá solución única. 


"TEOREMA 
Sea el sistema lineal 


ax +b,y+ 


aX +b)y +... 


ax +b,y+ 


Sean las matrices: 


Tiene solución única si ¡Al 0 


Tiene infinitas soluciones si 
lA]= 0 AJA;|=0 para cadai,i=1,2,...n 

. No tiene solución si |A|=0 a |A¡| +0 
para algún i,i=1,2,...n. 


Sistemas de ecuaciones 


Sepa diferenciar “para cada” E 
de “para algún”. 


Ejemplo 1 
Discutir y calcular la solución del siguiente sistema 
lineal homogéneo. 


x-y-z=0 
3x+2y-82=0 
2x+y-5z=0 
Resolución: 
Veamos el determinante del sistema: 
1 -1 -1 10.0 
Ca FC; -5| 
3 2 3-3 5 —= o 
0 A dl 0E A 


Entonces el sistema tiene infinitas soluciones. 
Como rango C<3, una de ellas será una 
combinación lineal de las otras dos ecuaciones; 
si tomamos: 


ca a 
2x+y-5z=0 |2x+y=5z 
De donde x=2z, y =z 

Luego la solución es: (22;2;z) 

Si z=t 

CS. =(t(2; 1; 1)/te R) 


Ejemplo 2 

Discutir según los distintos valores del parámetro 
K el siguiente sistema lineal y resolverlo en todos 
los casos de compatibilidad. 


Kx+y+z=1 

x+Ky+z=K 

x+y+Kz=k? 
Resolución: 


Calculando el determinante de la matriz de los 
coeficientes. 


KA 
le) =1. K 1|=K*-3K+2=(K-D*(K+2) 
1.1 K 


121 


Lumbreras Editores 


LL. SiKx*l a Kzx2, aplicaremos la regla de 


Cramer: 
Lo11 
K K 1 
KK? 1K KI (K+1)__K+1 


(KI (K+2) (KI (Ke2)  K+2 


14 
K 1 
e kk (KAI? 1 
d (K-1) (K+2) (K-1(K+2) K+2 


K 11 

1 K K 

1 1 K _(K- y (K+1) (Key 
(KI (K+2) (KI (K+2)  K+2 


Luego la solución en este caso es: 


A E. (K+1) 
“K+2'K+2' K+2 |» Para cada valor de K 


distinto de 1 ó 2, el sistema tiene solución 
Única. 
Si K=2: 


2x+y+z=1 


x+2y+z=2 cuyo C.S.= E) 
x+y+27=4 AA 


Ml. SiK=1 el sistema es: 


x+y+z=1 

x+y+z=1 

x+y+z=1 
Que es equivalente a: x+y+z=1 cuya 
solución dependerá de 2 parámetros, sea 
y=t2=u =>x=l-t-u. 
Luego el conjunto solución es: 
C.S.=((1-t-u; t; u)/t ue R) 
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Álgebra 


HI. Si K=-2 el sistema es: 


-2x+y+z= 1 
x-2y+z=-2 
x+y-2z= 4 


Sumando las ecuaciones se tiene: 
0x+0y+0z =3 
> El sistema lineal es incompatible. 


Ejemplo 3 
Discutir el sistema lineal según los distintos 
valores de los parametros a y b. 


ax+y+bz=1 
x+ay+z=0 
x+y+bz=1 


Resolución: 
Veamos el determinante de la matriz de 
coeficientes. 


a 1 b 
lla l=a"b-ab-a+I=(a-1)(ab-1) 
l 1b 


L Siaxl a abx*l1 
En este caso el sistema tendrá solución única. 


IL Si a=1a abx1 
El sistema lineal es: 
x+y+bz=1 
x+y+z=0 
x+y+bz=1 
El cual es equivalente a: 
x+y+bz=1 x+y+bz=1 
ea a a 
y como bx1 


El sistema será compatible indeterminado 
que dependerá de un parámetro. 


IIL Si a=lab=1, el sistema es: 
x+y+z=1 
x+y+z=0 
x+y+z=1l 


Se trata de un sistema incompatible, es decir, 
aqui no admite solución. 


CAPÍTULO ll 


IV. Siaz*lrab=1 


a 0 
=(a-0); [=G=pazo 
En este caso, el sistema no tiene solución. 


Ejemplo 4 
Discutir el sistema lineal 
ayx+by=c, 
a7X +b,y =Cz 
Resolución: 


Veamos el determinantte de la matriz de 
coeficientes. 


a 
= =ab,- ab 
[cl S app,-ap 


IL. Tendrá solución única si ayb¿—a,b,% 0, 


es decir, si ayb, + azb, - 


a,b 
Si ab,x0=>|L 
: y E 


3x+5y=4 3 5 
3x-y=2 > 3*%7]» entonces el sistema 


tiene solución única. 


IL Si [c|=0A([c,]=0A[C,|=0) 
el sistema tendrá infinitas soluciones, 
a_b 


|C|=0 = apb,-asb,=0 => e 


Je a E =C¡b, - cb, =0 


Bla Et 
bz cz 
De donde: a ba Si azb,cz 40 
az bc, 


Sistemas de ecuaciones 


mL si [C]=01([c,]+0vlc,|+0) 
el sistema no tendrá solución, es decir, será 
incompatible. 


[C|=0> ayb, -ayb, = 29 Hed 
az b, 
b 
IC,|= a > =cb,-cb,40=> ba 
C, ba 2 “a 
De donde: Lal 
e —b; = 


En resumen: El sistema lineal 
ES oo Ds 


ax +b,y= E, 


Ejemplos: 

1. El sistema lineal 
3x+y=5 
le +4y=13 


y 3.1 
Se tiene: 5 > 4 > el sistema tiene solución 
única. 


2. El sistema lineal 


2x+3y=5 

6x+9y=15 

Setiene: ¿=2=2 > elsistemalinealti 
etiene: ¿= 9735 el sistema lineal tiene 


infinitas soluciones. 


3. El sistema lineal 


4x-5y=2 
8x-10y=7 
, 4 -=3 
Se tiene: 3 = 10 Á 7 > El sistema lineal no 


tiene solución. 
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INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA 


La ecuación y =mx+b es la ecuación de Resolver un sistema lineal gráficamente es hallar 
una recta de pendiente m e intersecta al eje Y en la intersección entre esas dos rectas. 


el punto b. 
Ejemplo: 
Resolver el sistema lineal 


3x+5y=14........ (D 


Resolución: 


De(D: E:y==x+= 


De (2): E,:y=2x-5 


Si: y=3x-2 
Graficando dichas ecuaciones en un mismo 
Tabulando: plano. 
XxX 0 1 pu e xI|-2 3 
y|-2 1 AE: SERES y [41 
xto 2 
E,: y =2x-5 y -5 -1 
X 
Xx punto solución 
y =-25+3 
2 5) 
Tabulando: 
xj0 2 
yi3 2 Analicemos el sistema: 


Y 
h a¡x+b,y =C, 


aX +b,y =C) 
(0,3) l y a pd 
(2,2) L Si ayb, xaob, el sistema tiene solución única, 


es decir, un solo punto de intersección: 
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CAPÍTULO Ill 


Sistemas de ecuaciones 
A AAA A A A PES E ECUACIONES 


(Xo;Yo) es el único punto solución. 


Il. Si(a¡b,=ayb) » b,c,=b,c, el sistema tendrá 
infinitas soluciones, es decir, las rectas 


coinciden. 
a C 
Eny =-x+1 
b, a; 
a Cc 
Es: y = -2x+2 
b, az 


SISTEMA LINEAL HOMOGÉNEO 


a_az_C; 


Como bi S b, = S se tendrá que E, es E.. 


IL Siajpb,=ayb, a b¡c,% bc; 
El sistema no tendrá solución, es decir, las 
rectas serán paralelas. 


Es 


Ez 


Son aquellos sistemas lineales donde cada 
ecuación tiene término independiente nulo. 


Ejemplos: 
3x+5y=0 
2x-y=0 
x+y-3z2=0 

2, x-y+2z=0 
x+3y-z=0 


ax +bjy+ ...+cz =0 
aX +b,y+ ...+0c,z =0 


a, X+b,y+ ...+c,z =0 


Solución trivial 


Son las soluciones de la forma 4(0;0;...0)) 

Un sistema lineal homogéneo siempre tiene 
una solución trivial o impropia. El estudio de los 
sistemas lineales homogéneos siempre se 
centrará en investigar si existen otras soluciones 
aparte de la trivial (solución propia). (*) 


Ejemplo: 

Sea el sistema homogéneo 
2x+y+z=0 
-x+y-2z=0 


Este sistema homogéneo tiene una solución a la 
trivial (0; 0; 0), así mismo, tiene otras soluciones, 
aparte de la trivial, una de ellas es (22; 1; 3). 
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10.0 7 1: ¿TEOREMA 4 é 


El sistema lineal homogéneo: 
ax +b,y+ ...+0c2 =0 
a)x +byy+ ...+022 =0 


aX +b,y+...+0,2 =0 


Admite solución propia (no trivial) si 


En este caso, el sistema tendrá infinitas 


soluciones. 
Ejemplos: 
2x-y=0 
! -6x+3y=0 
Veamos que: p z | =0, lo cual nos indica 


que el sistema admitirá también soluciones 
ño triviales. 
Estas ecuaciones son equivalentes a: y=2x 


infinitas soluciones. 


RESOLUCIÓN DE LOS SISTEMAS NO LINEALES 


Álgebra 


2. Resolver el sistema: 
x-y-z=0---(1) 
3x +2y-8z =0---(2) 
2x+y-5z =0---(3) 


Entonces el sistema admitirá también 
soluciones propias, es decir, diferentes de la 
trivial. 

De (1) y Q) 


x-y=2Z 
3x+2y=82>x=2Z,y=2 

En tres sólo verifican. 

Entonces la solución es de la forma. 


(222,2)=2(2;1;1), zeR 
una solución no trivial es (2; 1; 1) 


Corolarío 
En todo sistema consistente. si existen más 


incógnitas que ecuaciones, el sistema presenta 
infinitas soluciones, 


CTO 


Sabemos que un sistema no lineal es aquel 
sistema donde al menos una de las ecuaciones 
no es lineal. 


Ejemplo 1 
Resolver el sistema: 


Resolución: 

Generalmente en estos problemas se trata de 
combinar las ecuaciones con la ayuda de los 
productos notables. 

De (1) + (2): 

ay ry rat y=6>(x+y) +(x+y)-6=0 
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Factorizando se tiene: (x+y+3)Mx +y-3) =0 
De donde x+y=-3 v x+y=2 


L Si x+y=-3 en(Q): -3+xy=3 


xy =6>x(-x-3)=6 
=>1+3x+6=0 
Usando la fórmula de la ecuación cuadrática. 


31 3-4(6)_ 34/15 


2 2 
En (0): Si SER ea LE 
2 2 
s -3-YI5i -3+415i 
Si E PR Yo > 


CAPÍTULO Il 


IL Six+y=2en(2):2+xy=3 


=2 
Se >x=1, y=1 
xy=1 


Entonces el conjunto solución es: 


e 200) 


Ejemplo 2 
Dado el sistema: 


Calcular x?+ y? si (xp;yo) es una solución. 
o +Y0 0>Yo 


Resolución: 
De(1): (x+y)(x-y)=4(x-y) 
> (x-y)lx+ y-4)=0 


> x=y v x+y=4 


L Six=yen(2): x?=x(x+6x) 
=> x=0, > la solución es (0;0) 
IL Six+y=4 en(2):x? =(4-x)[x+6(4-x)] 
Simplificando: x? —11x+24=0 
> (x«-3)(x-8)=0=>x=3vx=8 
como x+y= 4 > y=1 y=-4 
la solución es: (3;1); (8;-4) 
= CS. =((0,0),(3,1);(8,-4)) 
Xq +Yy9 Puede ser: 0;10 ó 80 
Ejemplo 3 
Halle el valor de a para que el sistema: 
a(u+y)+x+y-4=0---(1) 
x-y+A=0---(2) 


tenga soluciones en R? para cualquier real ).. 


Sistemas de ecuaciones 


Resolución: 

De(2): y=x+A 

En (1) : aer) ex+ex+i-h= 0 que 

efectuando y ordenando se tiene: 
2ax? +2(a1+1)x+a2?=0 

L Si queremos solución real para cualquier A 
se dará cuando a=0 

IL. Si ax0, tendrá solución real si 


A20>4(ad+1)-4-222?>0 


A=-4a2% 2 +814+1 que no siempre es no 


negativo para cualquier A. 
.a=0 


Ejemplo 4 
Resolver el sistema tal que x,y € R 


Resolución: 
I. Unasoluciónes x=0, y =0 


IL Si x*01yx0 


2:m: na Y EY 0Y 
(x-y) y Jx xy Xx 
2 
=> x*-5xy+6y=0>x=2yvx=3y 


a) Si x=2y en(l): (2y- y n= Be 
es 


b) Si x=3y en(1): (3y- y = LY 


> 2yy/y = Br=yÉ x=2v3 


Luego el tó solución es : 
cs joo) 357) 
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Álgebra 


PLANTEO DE ECUACIONES 


Los primeros matemáticos, quienes fueron 
los mesopotámicos, que inventaron un notable 
sistema de numeración y los métodos 
fundamentales del álgebra, considerada como el 
arte de resolver ecuaciones. 

Históricamente, se le acredita el desarrollo 
de la representación simbólica al matemático y 
hombre de leyes francés Francois Viéte (1540- 
1603) alrededor de 1600, en su libro /n Artem 
emplea vocales para representar las cantidades 
desconocidas y constantes para las conocidas. 
Unos años más tarde, el sabio y filosófo francés 
René Descartes (1596-1650) utiliza “x” e “y” como 
variables en la creación y desarrollo de la 
geometría analítica. 

Plantear una ecuación es traducir el lenguaje, 
escrito (enunciado de un problema) a un lenguaje 
matemático o simbólico (ecuación). Para la 
correcta traducción de un enunciado a una 
ecuación, tenga algunas recomendaciones: 

Ll. Leer detenidamente el enunciado del 
problema hasta interpretar el tratado. 

II. Ubicar los datos y la pregunta claramente. 

IIL.. Elegir las incognitas que se desea conocer. 

IV. Plantear la ecuación relacionando los datos 
interpretados. 

V. Resolver la ecuación planteada. 

Veamos algunos ejemplos de traducción del 
lenguaje escrito al lenguaje matemático. 


: ] Lenguaje 
Lenguaje escrito 
La suma de tres números | x+(x+1)+ 
consecutivos es 120. (x+2) =120 
El triple de un número, 3x45 
aumentado en 5. 


José tiene S/. 100 más José Raúl 
que Raúl x+100 


El triple de un número 
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s 
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Ejemplo: 


Problema enel ale. 
* Hiteral -. 


Un comerciante tenía una 
cierta cantidad de dinero. 
En el primer día gastó 


Aumentó luego a lo que |, _ ¡A 
quedaba un tercio de éste. |* 100+-(x-100) 


“Enel lenguaje ¿ 


=3tr- 100) 


Al día siguiente volvió a |4 

gastar S/.100 en telas y 3U- 100)-100=x 
chompas, con lo cual 

nuevamente tiene la| 4x- 700 _ 
cantidad que tuvo al inicio. 


¿Cuál fue el capital inicial? 


. Tuvo inicialmente S/. 700.00 


Los problemas los clasificaremos en: 


1. PROBLEMAS SOBRE EDADES 
En este tipo de problemas, las cantidades que 


'se calculan representan edades, tomando en 


cuenta los tiempos que se presentan (pasado, 
presente y futuro) y las personas que intervienen. 


Ejemplo 1: 
Si hoy tengo 30 años ¿que edad tenía hace 5 años 
y que edad tendré dentro de 15 años? 


Resolución: 


pasado | presente | futuro 
25 30 45 


Respuesta: 25 años y 45 años 


CAPÍTULO II 


Sistemas de ecuaciones 


Ejemplo 2 

Dentro de 15 años tendré el triple de la edad que 
tenía hace 11 años. 

¿Qué edad tendré dentro de 5 años. 


Resolución: 


Sea x la edad actual del dato se tiene: 
x+15=3(x-11) > x=24 
+. dentro de 5 años tendré 24+5=29 años 


Ejemplo 3 
Cuando intervienen 2 ó más personas 


tendré 
tenías | tienes | tendrás 
tenía tiene tendrá 
etc. etc. etc. 


tengo 


En 1979, un padre decía a su hijo: “mi edad es el 
quintuplo de tu edad, pero en el 2000 no será mas 
que el duplo”. ¿En qué año nació el hijo y qué 
edad tendría el padre en 2007? 


21 7 


Datos: 

L x21=5(-2D.. (1) 
A io tds (2) 
De (2) en (1): 


2y-21 = 5y-21:*5 > y=28 
En (2): x = 2(28)=56 
El padre actualmente tiene 56 años, entonces 
dentro de 7 años tendrá 63 años. 


2. PROBLEMAS SOBRE MOVILES 
Consideraciones previas: 


L  Llamaremos velocidad (V) a aquella 


magnitud vectorial cuyo módulo (V) nos 
indica la rapidez con que se mueve un cuerpo 
de un lugar a otro. 


ll. Cuando la rapidez es constante, el 
movimiento es uniforme. 
Si un móvil recorre una trayectoria cualquiera 
con la rapidez constante de 8 m/s significará 
que en cada segundo recorre 8 metros. 


Hustrando 
Un automóvil recorre desde el punto “A” hacia 
“B” con la rapidez constante (8 m/s). 


Ñ trayectoria 
, E ES 
/ ] yo pS 
Pto inicial - q ' 
d 1 
distancia 327) : 


Pto. final B 


(distancia = | d|=32m) 
la trayectoria es distinto al desplazamiento. 


Cuando el movimiento es en línea recta, el 
movimiento es rectilíneo y uniforme donde el 
desplazamiento y la trayectoria coinciden. 


desplazamiento 


d trayecturia 


Sabemos que 


V: velocidad 
t: tiempo 

Además para dos móviles (tiempo de 
encuentro-tiempo de alcance). 


Donde: 


Y, Punto de encuentro V, 


=> al as 
¡ 


a | 
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Álgebra 


Punto de 


V, Va alcance e 


EA 


Ejemplo 1 

La rapidez de dos móviles son como 3 esa 4 
¿Dentro de cuánto tiempo estarán separados una 
distancia de 60 km, si partieron juntos en el mismo 
sentido? sabiendo, además, que la diferencia de 
sus rapideces es de 10 km/h. 


Resolución: 


V¡= 4v=40 Knvh 


E 60 Km —— 
Pao) Pa —a 
V,= 3v=30 Km/h 
Además: v, - v, =V=10km/h 
En un tiempo t 
60 km 
60 km = v¡t-vat >=t=———=6h 
A a 


Ejemplo 2 

Al ir de mi casa a la academia, me doy cuenta 
que si voy a 40 km/h demoro 20 minutos más que 
si fuera a 60 km/h ¿Cuál es la distancia entre mi 
casa y la academia? 


Resolución: 


V;= 40 Km/h; tmin 
V,= 60 Krr/h; (t-20) mín 


H——— dl 


a=107 xtmin=60 (1 -20)min 
h h 
= 40 .t=60(t-20) >t=60 min=1h 


ES d=40 2 x= 40 km 


Mi casa está a 40 km de la academia. 


Ejemplo 3 

Parada sobre una escalera mecánica en 
movimiento, Rocío “sube” en 60 s, pero si 
caminara sobre la escalera en movimiento 
emplearía en subir 40 s. 
¿En cuánto tiempo Rocío bajará caminando sobre 
la misma escalera en movimiento? 


Resolución: 
Sea “d” la distancia a subir 


Va= = (velocidad de Rocío) 


L Cuando camina en favor de la escalera 
d= (V¿+Vg)405s > 


d d 
= — (40 => Ve =— 
d (Vero) => Ve 120 


II. Caminando en dirección contraria a la escalera 


>t=120s 
:. Rocío bajará en 2 minutos. 


3. PROBLEMAS SOBRE RELOJES 

El reloj de Arturo está adelantado 12', pero el 
cree que está atrasado 12". Si debe llegar a dictar 
a las 8:00 en punto, ¿con cuántos minutos de 
adelanto o atraso llegará? 


Tiempo transcurrido y que falta transcurrir: 


hora exacta 
00h 24h 
hora exacta 


ALA 


uáAá<>—> AAA —__ 


hace 20 m dentro de 20 m 


CAPÍTULO IN 


Sistemas de ecuaciones 


Ejemplo 1 
¿Qué hora será dentro de 57 h , sabiendo que en 


estos momentos el tiempo transcurrido es 
excedido en 5 h por los que faltan transcurrir del 
día? 


Resolución: 
Sea x la hora transcurrida. 
24-x 
ATA TAS 
00 h x Xh 24h 
Por dato: 


El tiempo transcurrido es excedido en 5h al tiempo 
que falta transcurrir al día. 


x+5=24x= Eh <> 9h:30m. 


Dentro de 5yh< >5h:15m. Será 


9h :30m + 5h:!5m = 14h:45m <> 2:45pm. 


Ejemplo 2 

¿Qué hora es?, si dentro de 35 minutos faltarán 
para las 18h, 5 minutos más que los minutos 
transcurridos desde las 16 horas. 


Resolución 
Desde las 16:00 hasta las 18:00 son 2h<> 120 min. 
Veamos el gráfico. 


dentro 35 nun 


16:00 18:00 
A 
x xar5 
transcurrido desde faltara para 
las 16 00 hora las 18:00 
actual 
Del gráfico: 


(+35) +(x+5)=120 > x =40 


Luego la hora es 16:00 + x min. 


+. la hora es 16:40 


Adelantos y atrasos 


Ejemplo 1 

Hace ya 45 horas que un reloj se adelanta 3 
minutos cada 5 horas. ¿Qué hora señalará el reloj 
cuando sean en realidad las 8h 50 min? 


Resolución: 
Sien5h = se adelantó 3 min. 


en 45h => se adelantará x min. 
Por regla de tres simple: 


x= 45h x 3min =27 min 
5h 
" Erlréoy esára aberanmtaddO Zi "min. 


Pero 


= H. marcada = 8 h 50 min. + 27 min. 
= 8h +77 min = 9h: 17 min. 


. marcará 9 h: 17 min 


Ejemplo 2 

Un reloj marca la hora exacta un día a las 6 pm, 
suponiendo que se adelanta 3 min. cada 12 horas 
a partir de dicha hora, ¿cuánto tiempo pasará para 
que marque nuevamente la hora exacta? 


Resolución: 

Para que el reloj vuelva a marcar la hora exacta 
tendría que adelantarse 12 horas, es decir, 
12x60 =720 min. 

Entonces: 


Sien 12h -—.>) se adelanta 3 min 


enxh ——= se adelanta 720 min 
Por regla de tres simple: 
ea 12hx720 min 
3 min 
marcará nuevamente la hora exacta dentro 
de 120 días. 


= 2880 <> 120 días 
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RELACIÓN MINUTERO-HORARIO Y ÁNGULO QUE 
FORMAN 
Tener presente lo siguiente: 
El reloj tiene 60 divisiones y cada una equivale 
a 1 minuto ó 6% (grado sexagesimal). 
Cuando el horario avanza una división, el 
minutero avanza 12 divisiones. 


Ejemplo 1 

¿A qué hora, inmediatamente después de las 2 
pm., el minutero adelanta al horario tanto como 
el horario adelanta a la marca de las 12? 


Resolución: 


Del gráfico observamos que el minutero avanza, 
un espacio de 2x, entonces el horario habrá 


. 2x Xx . 
avanzado un espacio de E = 5 a partir de las 2. 


Del gráfico: x ¿=10 min = x=12 min 


-. la hora marcada es 2h: 2x min <> 2h:24 min. 


+32 


Álgebra 


Ejemplo 2 
¿Qué ángulo forman las dos agujas de un reloj 
(ángulo menor) a las 9h 15min. 


Resolución: 


Tengamos presente que la relación entre los 
recorridos de horario a minutero es como l a 12. 
Como el minutero avanza 90%, el horario habrá 


12 


Entonces, el menor ángulo que forma es 
180*-7*30', es decir: 172930". 


avanzado al <o730'. 


Ejemplo 3 

Determinar la hora del día de hoy si sabemos que 
ha transcurrido un tiempo equivalente a los dos 
tercios que faltan transcurrir del día. 


Resolución: 
Tiempo transcurrido = x 


Falta transcurrir = 24-x 


Dato: x= ¿04 -x) 


20 
9 


== x=9h36min 


Probiemas Pesueltos 


Problema 1 
Resuelva el sistema 


Usando los tres métodos del texto 


Resolución: 
a) Método de K. Gauss 


(0202): 2x+4y=16 


2x +6y =22 34 


2y=6 => y=3 


En(2). x+3(3)=11 = x=2 
+. (2; 3) es la solución. 


b) Usando matrices 


2x+4y=16 
x+3y=11 


cuya ecuación matricial es: 


O 


2.4 2 4 1/3 
0 => == 
13 131) “alt a 


Luego multiplicando por la inversa de: 


(a) 
AIN 
y 


Como 


se tiene: 


END DED 
Mr 


NY) 19) 
2; 


; 3) es la solución. 


l 


! 
IS 


c) Usando determinantes (Regla de Cramer) 


2x+4y=16 
x+3y=11 


2 


A= 
: 3 


¿a y E 
a Ma 


Además: x= 


*. (2;3) es la solución 


Problema 2 


Determine el valor de k para que el sistema: 


2x +(k-Dy=1 
sea incompatible. 


| (k + Dx +y=3 


Resolución: 
Es incompatible si: 
k+1_ 1.3 
2 k-1 1 
k+1 1 
De ===—— k+1)(k-1)=2 
e => (+1) (1) 


> k-l=2 =k=43 v k=-43 
Como se cumple la A A e =3 
2 k-1 
-. los valores de kson 43 6 -y3 . 


Problema 3 
Determine a+p de modo que el sistema: 


paty 10 
" [2x+Tp+Uy=> 
tenga infinitas soluciones. 


- 2 (Determinante del sistema) 
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Resolución: 
Se tiene infinitas soluciones, si cumple: 
a-1_ 4 _10 
2 p+l 5 
De al = 0 >a=5 
2 5 
De EE = 19 p=1 
p+1 5 
a+p=6 
Problema 4 
Determine A, si el sistema homogéneo: 
IN o : 
tiene infinitas soluciones. 
x+Ay=0 
Resolución: 


Si el sistema homogéneo tiene infinitas 
soluciones, entonces A=0. 


1 

A= S =2-1=0=>4A=lv A=-1 
LA 

Problema 5 


Al resolver el sistema: 


(Xo, Yo) es una solución con x¿<yo 


Halle xf' 


Resolución: 
Sumando las ecuaciones: 


x2+xy+ y? o 
x+xy+y=2 
+2 y ex ty=6 
Qory + (+y)-6=0 
> (x+y+3)+(x+y-2) =0 
LL. Six+y=-3 en (2) xy=5 
> y=x-3 => x(x-3)=5 => xi +3x+5=0 
cuya ecuación no deja soluciones reales. 
lL.. Six+y=2en (2) xy=0 
> y=2x => x(2x)=0 
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De donde x=0 v x=2 


y=2 v y=0 
Como x<y =>x=0 a y=2 
xx =0 
Problema 6 


Si x% y , calcule la suma de valores de x que toma 
en las soluciones del sistema: 


Resolución: 

De (D-(2):  x%-32=9x-9y 

> (x+yYGy)=9xc-y) 

Como x+y => x+y=9....... (a) 

De (01+(2): 2+yY=17(0+yY) => xi+y=1700) 
> Ay mio... (B) 


De (a) al cuadrado: x?+ y? +2xy = 81 
—_ 


153 
=> xy=-36 
x+y=9 
a =-36 


De x+y=9 = y=9-x 

en: xy=-36 => x(9-x)=-36 
> --9x-36=0 

*. Xx +x¿=9 


Problema 7 

Halle la relación entre a, b, c para que el sistema: 
(a—b-c)x +2ay +2az =0 
2bx+(b-c-a)y+2bz =0 
2cx+2cy+(c-a—-b)z=0 

tenga también soluciones no triviales. 

Resolución: 


Si también tiene soluciones no triviales este 
sistema homogéneo, A=0. 


a-b-c 2a 2a 
2b b-c-a 2b =0 
2e 2c c-a-b 


CAPÍTULO III 


Sistemas de ecuaciones 


a+tb+c a+b+c a+b+c 
AB 9 boca 2b |- 
2c 2c 

(1 1 1] 
=(a+b+c)|2b b=c-a 2b E 

|2c 2c | 


Una relación es: a+b+c=0 


Problema 8 
Halle el valor de m en: 


Para que la diferencia de soluciones de x sea igual 


a 244. 


Resolución: 

De la ecuación (2): y=8-x 

En la ecuación (1): 12+(80)'+mx(80)=2 

Efectuando y simplificando: 
(-m7+(8m-16)x+62=0, mx2 

Del teorema de Cardano-Vietta: 


8m-16 
XA O 4 =8 
62 
A 


En la identidad de Legendre 


Qe tx) Ax ox) =4x,x con xix,= 24/14 


: 2 
Luego, se tiene: 8 (2414) 4, m2 


4x62 
2-m 


=> 8= => m=-29 


El sistema: 


incesto E E (0 


será indeterminado para m=m,, e incompatible 
para m=m,. 
Calcule 4m, +5m, 


Resolución: 
L La ecuación es indeterminada si: 


m+1_m+8 7 
= =2 de donde m=6=m, 
3 m 3 


IL. La ecuación es incompatible si: 


m+1_m+8,7 
3 m 3 


Luego, 4m, +5m,=4(6)+5(4)=4 


de donde m=-4=m, 


Problema 10 
Indique el número de soluciones del sistema: 


3 
xy-6=2 Aa (D 


x 
3 

xy+24=% 
y 


Resolución: 
Sumando a la ecuación (2), 4 veces la ecuación 
(1) se obtiene. 


3 3 
5xy= a + a > Yyoady+xi=0 


Factorizando (4y 2 y-12)=0 
De donde, x= + 2y, x=+y 
L— x=yen(): x26=Y* > Áx 
IL x=yen(): —26=x => Ax 
IL. x=2y en (2): 2y"+24=8y? = y=+2 
> x=4 y=2 => (4;2) es solución 
x=4 y=2 = (4; -2) es solución 
IV. x=-2y en(2): 2y+24=-8y? = y=+2i 
> x=4i y=2i = (4i; 21) es solución 
x=4i y=-2i = (4i; -2i) es solución 
-. existen 4 soluciones. 


Problema 11 
Calcule los valores de z en R en el sistema. 


x(x+2y)=21 ........ (D 
yO +22) = -16.......(2) 
Z[Z24+2x)=SB........ (3) 
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Resolución: 

L. Sumandolas ecuaciones (1), (2) y (3) se tiene: 
Gty+zi=0 => x+y+z=0 

IL. Dividiendo las ecuaciones (2) y (3) 


y(y +22) _16 VEAS? 
AO 5 3 5y+10yz=162%+32xz 
Pero, x=-y-z 
> 5y"+10y2=162*+322(-y-2z) 

S5y"+42y2+162?=0 

5y 22 

y 8z 

2 

> y=-8z v y=-5% 


a) Si y=-8z 
Además: x=-y-2 => x=82-2=7z 
En (3): 2 +2(72))=5 > 152%=-5 
No tiene solución en R. 


2 
b) Si Ja? 


Además, Xx=-YyZ= 52 A 32 


En (3): 2 +2(-32)|- -5 


>2=2 > 23=:5 


Problema 12 
Resuelva el sistema: 


e indique x. 


Resolución: 
Dividiendo y factorizando las ecuaciones. 


CANO de > 3x4+5y =21x-7y 


(Bx-y (2H 5 
4 
12y=16x = y= 


2 
En (2): atera $) =50 


2 
De donde: EE 50 > x=:%w3 
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Problema 13 
Como debe ser la dependencia entre a y b para 
que el sistema: 


tenga solución única. 


Resolución: 
De (D y (3): 


> y=3-x 


En (3): 5x-3(3)=7 = x=2 

En (1): y=3-2 = y=1 

En (2): a(2)+b(1)=5b => 2a=4b 
. a=2b 


Problema 14 

Calcule x+y del sistema: 
(a + 2b)x - (a - 2b)y =6ac........ (0 
(a + 3c)y - (a—3c)x = 4ab........ (2 


Resolución: 
El sistema es equivalente a: 


(a +2b)x +(2b-a)y =6ac () 
(3c—aJx+(a +30) y =4ab 


(30-+25)x + (2b-+37) y = 2a(3c+2b) 


Con3c+2b+0 = x+y=2a 


Problema 15 
Halle el menor valor de x+y, luego de resolver el 
sistema: 


Resolución: 
Sumando las ecuaciones: 


22 44xy+2y=72 = (x+y)=36 
> X+Y=6 v x+y=-6 
“. EAN menor ==6 


CAPÍTULO 11! 


Problema 16 
Luego de resolver el sistema: 


x(x-D+yG-D=48........ (D 
(x-DG -D+2x+ y) =32........ (2 
Halle el número de soluciones de componentes 
reales. 


Resolución: 
Efectuando en las ecuaciones: 


xy =48 => +ylxty)=88 ........ 0) 
xy xy +1+2(x+y)=32 > xy+(x+y)=31.....(2) 
(D+202): x2+y*+2xy+x+y=48+2(31) 
> (+yY*+(x+y)-110=0 
De donde x+y=10 v x+y=-11 
L. Six+y=10en (2): xy=21 
x+y=10 
| xy=21 tiene 2 soluciones en R* 
IL. x+y=-11 en (2): xy=42 


x+y=-11 
x y=42 Motiene solución en R? 


. sólo existen 2 soluciones de componentes 
reales. 


Problema 17 
Dado el sistema en x, y, z. 


X+y+z=l... 0) 


x+y+z=-3z....(3) 
Halle el valor del parámetro real m, tal que x, y, z 
están en progresión aritmética. 
Resolución: 


(1 en (3): l=-32 => z= 5 


1 
En (1): xeye[=3) E (0) 
Además x, y, z están en PA. > x+z=2y 
=> x=2|-5) > x=2y+> AS (B) 


Sistemas de ecuaciones 


(B) en (0): 243 y=5 =S; 3y= 5: 
=> ys 
3 
En (2): mez+(=3)=0 
3 3 
. m=0 
Problema 18 


¿Qué valor debe darse a “m” para que el sistema: 


admita solución única? 


Resolución: 
(D)+(8): y +mx+x+my=5 
> y(m+D+x(m+1)=5 
=> (m+1)Mx+y)=5 pero x+y=10 
=> (m+D10=5 


“. m= 3 


Problema 19 
Luego de resolver el sistema: 


xX + xy +xz=24........(1) 
xy+y + yz=32....... (2) 
xz+yz+22=8........ (3) 


Indique el valor de (x+y-z)? 


Resolución: 

M+D+8): Ary 22+2xy+2xz+2y2=64 

> (x+y+zJ)=64 > x+y+z=8 v x+y+z=-8 
En (3): z(x+y+2)=8 

LL. Six+y+z=8 => z=1 > (x+y-2)=6 

IL Sixty+z=8 > z=-1 = (x+y-2)=-6 

2 Go+y-z)?=36 
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Problema 20 


Luego de resolver el sistema: 
24 y?46xy =153........(D) 
2x7 +2y-3xy=3b.0...... (2) 


Indique el valor de xy. 


Resolución: 
(1)+2(2): — x*+y?+6xy=153 
4x? +4y?-6xy =72 
5 +5y = 225 = 2+y=45.....(a1) 
En(l):. 45+6xy=153 => Zry=Biciicni.... (8) 


(0)AB) x"+y-2xy=9 = (x-y)=9 


(+) 


. X-y=3 y x-y=-3 


Problema 21 
Resuelva el sistema: 


Resolución: 
Haciendo un cambio de variable x=mY, y=né se 
tiene: 


En (1): 
mins ¿(hn JN ) 
2 


Luego, el sistema queda: 


De (1): (om? +mn +0) = ¿mn (m1) 
= 21m2+2mn+2n2=7mn 
= 2m*-5mn+2n*=0 


De donde m=2n v n=2m 
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En (2>): 

L  Sim=2n = 2nn=3 => n=3 1, m=6 
Luego, x=6%, y=3? 

IL Sin=2m = m-2m=3 = m=-3,n=-6 
Luego, x=(-3), y=(6) 


. C.S.=((216; 27); (-27; -216)) 


Problema 22 


Halle una de las soluciones en QxQ del sistema: 


Resolución: 
En (1) multiplicando por x-y. 


NENA E y) ES 


> (iy) le - y? -12=0 
De donde yx?-y? =4 x2>y 


> xy=16 


Luego el sistema es: 


> 22 > x=5 vx=3 
En ($): x=5, y=3 
x=35, y=3 
. Una solución es (5; 3) ó (=5; -3) 


CAPÍTULO III 


Problema 23 


Al resolver el sistema: 
XX) =2 
X¿X3 =3 
X3X4=4 


Xa 


2 (ny 7 
X= A |! 
72011 2 


Donde 4x,, X», . . 


X, =n 


¿Xy CR yn 
Indique el valor de x,x;. 


Resolución: 
Multiplicando las ecuaciones: 


(1 X9X3 +. X.Y? =2x3x4xX...xN 


es par. 


(o (3) - (8) 


2 DA pee t| = n!=720 
720 
> nl=6! => n=6 


6 2 
> (XX Xg X¿X5 X5)* =61 0(2)) 


720 
2 5 


(10xx,)?=64.36 = 10x,x¿=8.6 
346 YX6 


“. X2x5=4,8 


Problema 24 


Halle x al resolver el sistema. 


25x* +4x?y? -20x*y =12xy -30x-—9......... 


ua E 


2y 


(2) 


Sistemas de ecuaciones 


Resolución: 


De (1): 25x?-20x?y + 4x?y? —12xy+30x+9=0 
A E, 


(5x-2xy)? +6(5x-2xy)+9=0 
IA 


(B)-Ca): 
En (a): 


2y+5x=-2 => 2y=-5x-2 
x(5x-2)-5x=3 => 5 +7x+3=0 


74 [7 -4(3)15) 7 Ai 


2(5) 10 
Luego, la solución para x es: 


74415, -7-4Mi 
10 >? 10 


Luego, x= 


Problema 25 
Para que valores de los parámetros o: y f el sistema 
de ecuaciones: 


I Tiene solución única. 
IL. Es incompatible. 
II. Es indeterminado. 


Resolución: 

De(DyQ) x+y+z=0 . (D 
x-=y+2z=l...... (2 

De (1)+(2): 2x=1-3z 

De (1-2): 2y=z-1 

En(3): — 1-32+2G-D)+0az=B 


> (a-Dz=B+1 
Como vemos x, y dependen de z. 
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L  (a—-Dz=f+1 tiene solución única si: 
a—1%0 y cualquier B+1. 
> (a%l A f cualquiera 

IL. (a-Dz=f+1 es incompatible si: 
a=1=0 1 P+1x0 
>a=l11 Bx-1 

IL. (a-Dz=f+1 es indeterminado si: 
a-1=0 A B+1=0 
>3a=lA fB=-1 

Problema 26 


¿Qué relación debe existir entre los parámetros 
a, b y c para que el sistema: 


Ax? + y?) =ax +by........ (1D 
Za? + y?) = ax —Dy........ (2) 
XYEC canncnnccnns (3) 


sea compatible. 


Resolución: 


L De (D)=2(2): ax+by=2(ax-by) 
=> ax+by=2ax-2by > ax=3by 


Il. (DA2D):204+y2)=2by > x2+y?=by......... (p) 
(a) en (f): 


3b pto SS DOS 

a” 9b? + a? 
Entonces x-3b_ bai > PEA 

' a (0h? +a?) 9b? +a? 


ba? 3ab? 2 
ds (+90) (221902) 


= 3a%b"=c*(a?+9b) 


Problema 27 


Discuta y resuelva el siguiente sistema lineal 
aplicando el método de Karl Gauss. 


x+2y+3z=1 
x+3y-z=4 
x+3y+z=2 
x+2y+4z=0 


Resolución: 
Su matriz ampliada: 


12 314 112.311 
1.3 -114| £,-£ |1 3-11 4 
13 1:2| Ek" 00 2:-2 
12 410 90.0 1-1 
E E! 
A 
1. 710.0 2-2 
£,--f, ! 
2" (00 00 


Luego, el sistema es equivalente a: 


De (3): z=-1 
En (5): y 4641)=3 > y=-1 
En (15): x+2ED+3-D=1 = x=6 


. CS.=((6;-L 1) 


Problema 28 

Discuta el siguiente sistema en función a los 
valores del parámetro “a” y resuélvalo en los casos 
en que sea compatible. 


x+tay+2=-2 
axt+y+z=-2 
x+y+az=-2 


CAPÍTULO II 


Resolución: 
Las matrices de los coeficientes y ampliadas son: 


la 1 la 112 
céja 11, A=[a 1102 
lia ll aj¡2 


|c[=-(a-D*(a+2) 


L  Sia=1 = |c|=0veamos la matriz ampliada. 


A PI 
111-2|- 20.000 
111-233" [000.0 


La solución del sistema depende de los 
parámetros o variables libres. 
x+y+z=-2 


Sea y=t; z=k = x=-2-t-k 
> CS.=((2-t-k;tk)/t ke R) 
IL Sia=-2 = |c|=0 
1 -2 -2 
lc,[=|-2 1 -—2|=18%0 
1 1-2 
=> el sistema no tiene solución. 


IM. Si axla az-2 > |c|x*0, es aplicable la 
solución de Cramer. 


Z2asl 
-2 11 
ell. 21aj_ 2a-1? 
lc] —(a-D'(a+2) —(a-D'(a+2) 
E. 
 a+2 
1-2 1 
a 21 
¡ola l2a £ 2a-1? 
ej (a-D'(a+2) -(a-D(a+2) 
E 
= a+2 


Sistemas de ecuaciones 


¿dl 112) Aa-D 
lec “(a-D'a+2) —(a-D(a+2) 


pe A 42 
CS.= 773 EID/aeR—l 21) 


Problema 29 

La edad actual de José es el doble de la edad de 
Juan; hace 7 años, la suma de sus edades era igual 
al promedio de sus edades actuales disminuido 
en 0,5. Halle ambas edades. 


Resolución: 


De los datos: 


2x+x 


(2x-7) + (1-7) = 


l 

- 3x-14= 
3 > 3x 

> x=9 


*. las edades son 9 y 18 años, respectivamente, 


Problema 30 

Antonio le dijo a Carlos: Cuando tenías mi edad 
yo tenía la edad que tiene Luis, quien tenía 2 años. 
Si nuestras edades están en la relación de 7 a 10, 
encuentre la edad de Luis. 


Resolución: 
Hagamos un cuadro con los datos: 


Edades actuales | 


Antonio x 


Carlos z 
Luis y 
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La diferencia de edades para cada uno es 
constante, entonces: 
x-y=2-x=y-2 
De donde: x=2y-2 
z=x+y-2=3y4 
En (a) : 
2y-2_7 


=L => 20y-20=2ly-28 = y=8 
ET A 


*. la edad de Luis es 8 años 
Problema 31 
Hace “n-s” años, la edad de A era “n” veces la 
edad de B. Dentro de “n+s” años, solamente será 


“s” veces la edad de B. ¿Cuál será la edad que 
tenía B hace “n-s” años? 


Resolución: 
Hagamos un cuadro con los datos 


ace ms]: : : * 
ds E Presente | Dentro de n+s'años 
años +: SE MES 
A nx nx+n=s | (nx+n-=s)+n+s=n x+2n 
B x x+n-=s Qc+n-s)+n+s=x+2n 


Por dato 
nx+2n=s(x+2n) = nx+2n=sx+2sn 
2n(s-1 
x(n-s)= 2sn-2n = x= ae) 


2n(s—-1) 


:. Btenía años. 


Problema 32 , 

Viajando a 100 km/h, un piloto llegaría a su destino 
a las 19 hrs, pero viajando a 150 km/h lograría 
llegar a las 17 hrs ¿Si desea llegar a las 18 horas, a 
qué velocidad debe ir? 


Resolución: 

Sea “t” el tiempo que utilizó para llegar a las 19 
hrs, entonces (t-2) hrs será el tiempo para ¡llegar 
a las 17 hrs y (t-1) hrs para llegar a las 18 hrs. 
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Por dato: 
d=100Km><4=150 Km x(t-2) = VKm><(t-D)hrs. 
h h h 
ai 
0) 
De (1): 100t=150(t-2) > t=6h 
Entonces, la distancia que debe viajar es: 


d= 1002 x6hr => d=600 km 
r 


Para llegar a las 18 hrs irá yEn : 
>= d=V(-11D) = 600=V(6-1) => V=120 


*. tendrá que viajar a 120 


Problema 33 

Del embarcadero A partieron, al mismo tiempo 
río abajo, un bote y una balsa. El bote, después 
de pasar 96 km río abajo, volvió hacia atrás y 
regresó al cabo de 14 hrs. Hallar la velocidad del 
bote en agua muerta y la velocidad de la corriente, 
si se sabe que en su camino de regreso el bote 
encontró a la balsa a la distancia de 24 km de A. 


Resolución: 


Sea V la velocidad del bote. 
u la velocidad de la balsa=velocidad del río 
L El bote se demora en ir y volver 14 hrs 
q O 


V+u V-pu 
(tiempo de ida más tiempo de vuelta) 


CAPÍTULO II 


H. En el punto C, el tiempo del bote es igual al 
tiempo de la balsa (=S) 


96 96-24 24 96 se 72 24 


Vin Von u Via V=a p 
Luego, se forma el sistema no lineal de 
ecuaciones: 
ze + 39 = Mi... (0 
V+u V-u 
96 72 24 
A 0) 


Sea V=Ku,K>1 en (2) 
96 72 24 
4 = 


ku+u ku-p4 pu 


4 3 
pe 
k+1 k-1 
> 4k-4+3k+3=k2-1> k?-7k=0 
> k=7  V=74 


96 96 
En (1): + =14>p=2 
Tu+u 7u-p 
“. la velocidad del río es 2 km/h. 


la velocidad del bote es 14 km/h. 


Problema 34 

¿A qué hora la fracción transcurrida del día es igual 
a la fracción transcurrida del presente examen 
(suponer que el examen inicia a las 15h 30 min y 
dura 2 h 30 min). 


Resolución: 
Sea x el número de horas transcurridas desde que 
se inicia el examen luego las horas transcurridas 


del día son 55 


La duración del examen es 2h 30 min= 2h 


[la fracción? 
Dato: Vespa y 
del exámen 


Sistemas de ecuaciones 


x_2 ES 2x _2x+31 
5 2 5 48 
2 


=> x=lIh Aín 
43 


*. sucedió a las 17 hr 18 > min 


Problema 35 

¿A qué hora entre las 4 y las 5 pm, el minutero y el 
horario formarán por primera vez un ángulo que 
sea la quinta parte del ángulo exterior? 


Resolución: 


Del gráfico: 
Trabajemos en minutos: 
L  Sa+a=60min => a=10min 


IL. 20+x=12x+0 => 1lx=20-10 
10 1203. 
> x=— > 12x=| — [min 
11 11 ) 
12x=10 min 54 seg 
+. la hora es 4h:10 min: 54 seg 
Problema 36 
Se compra 40 animales: pollo a 4 soles, palomas 
a 2 soles y pavos a 17 soles, si se adquiere el 


número máximo de pavos ¿cuántos pollos se 
compra? 


Resolución: 
Sean: x el número de pollos costó : dx 
y el número de palomas costó  : 2y 


z el número de pavos costó 
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Álgebra 


De los datos: 
XAYAzZZO cccccconinonono (DD 
4x+2y+17z=301......(2) 
De (1): x+y=40-z 
En (2): 2x+2(40-2)+17z2=301 
221-2x 


15 
Como x, z son enteros y z es máximo: 


26-2x 


15 max = 


2x+152=221 => 2= 


z=13+ 
> 26-2x=0 = x=13 


*. se compra 13 pollos 


Problema 37 

Si se pasara una moneda de la mano izquierda a 
la derecha, en ambas manos tendría el mismo 
número de monedas, pero si se realizara la 
operación inversa se tendría el doble número de 
monedas en la mano izquierda. ¿Cuántas 
monedas tengo en total? 


Resolución: 


inicio 
operación 
operación inversa 


Por dato: 

Lo xl=y+l => xY=2 conicicccónonono (1D 
IL x+1=2(y-1) => 2yx=3 ......... (2) 
De(Dy(): y=5,x=7 => x+y=12 


*. en total se tiene 12 monedas. 


Problema 38 

De un depósito lleno de ácido puro se ha sacado 
dos veces 5 litros, reponiéndose en cada caso con 
idéntico volumen de agua, El resultado final fue 
de 90,25 litros. ¿Cuál es la capacidad del depósito? 
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Resolución: 
Trabajando sólo con ácido 


0: inicio V lt. de ácido 


L  (V-5) lit. de ácido => su concentración es 
V-5 
vV 
IL Se sacó 5 litros de mezcla en el cual se ha 
perdido 5 (5) de ácido 


Entonces queda de ácido: 


Pa 
Va E 


(v-5) 


Pordato: V-5-5 OR =90,25 


Resolviendo se halla V=100 


*. la capacidad del depósito es 100 litros. 


Problema 39 

Para llenar un depósito, el primero de dos 
conductos necesita 20 minutos menos que el 
segundo. Si ambos se abren simultáneamente, 
llenan en 16 minutos los 2/3 del depósito. ¿En 
cuánto tiempo se llena el depósito con sólo el 
primer conducto? 


Resolución: 


CAPÍTULO !ll 


en | en 1 minuto llena | minuto | en 1 minuto llena | 


“Hena sólo en 


t min 


t+20 min 


V 
, A 
Juntos en 1 minuto: 20 


E 
Juntos en 16 minutos: 16 30 


vV vV 2 
= 
Por dato 10 )= 3 


A A A 
LU 1+20 24 


:. sólo con el conducto 1* se llena en 40 minutos 


Problema 40 

Una piscina se llena de agua con ayuda de dos 
grifos. Al principio, el primer grifo permaneció 
abierto una tercera parte del tiempo requerido 
para llenar la piscina valiéndose solamente del 
segundo grifo. Luego, al contrario, el segundo 
grifo permaneció abierto una tercera parte del 
tiempo necesario para llenar la piscina, haciendo 
uso sólo del primer grifo. Después de esto se llenó 


13 
una 18 de la piscina. Calcule el tiempo necesario 


para llenar la piscina haciendo uso de cada grifo 
por separado si manteniendo abierto ambos grifos 
a la vez la piscina se llena en 3 horas 36 min. 


Sistemas de ecuaciones 


Resolución: 
Sean q, y q» la cantidad de agua por minuto que 
sale de los grifos (en litro/min) y sea V el volumen 
de la piscina. Entonces, el tiempo que requiere 
cada grifo para llenar separadamente es igual a: 

eN pde 

en 42 

I... De la primera condición 
36 +934 = Ev 
reemplazando t,, t, se tiene: 


2 
4 149,10 
9» 6 q, 


De donde se obtienen: 


len 


Il. De la segunda condición se obtiene: 
V= (3.60+36)(q, +q,)=216(q,+q») 
vV v 
como t¡=— A t¿=— 
q 


t= Mata? - sua EA 
1 


y= 216(q,+94) 01d 
eb 


ds 1 =210[ 1 
q 3 


sE 


)- 540 min 
t) =210/t+3)> 360 min 


b) si 1-3 > 1,360 min 
q 2 


t,=540 min 
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1. 
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Luego de resolver el sistema: 
x+y=0 

(os =2 

indique el mayor valor para “x”. 


A) 4 B) 3 O 2 
D) -1 E) 3 


Calcule: m?*+n?, si el sistema: 
mx+ny=4 
2x+y=1 


es indeterminado. 


A) 68 B) 25 C) 80 
D) 85 E) 125 


Calcule el valor de “k” de modo que el 
sistema: 


(k-Dx =-y 
x=2y 
tenga infinitas soluciones. 
1 3 3 
A) 3 B) 2 0) 3 
1 
D) 3 E) 1 


«q» 


Calcule el valor de “a” de modo que el 


sistema: 
x+ax=y 
x+y=1 


tenga solución única. Indicar la suma de 
los valores. 


A) 2 B) 2 03 
D) 3 E) 0 


Para que valor de “a”, el sistema: 
(a+3)x+(Qa+3)y=18 
(a- a +(a-1)y =6 

no admite solución: 


A) —1 B) -2 O 2 
D) 1 E) 0 


Luego de resolver el sistema: 
Dear -1DXy +2) 


8x +5=9y+2 
Haile x/y 
175 165 137 
Ar Yi 91m 
D) 165 E) 59 
17 13 


» 


Luego de resolver el sistema: 
3x+2y+z2=8 ........ (D) 
Sd (2) 


3 

A) 5 B) 4 
a 2 
D) 3 E 3 


Luego de resolver el sistema: 
3x+2y+4z=9 

2x-y+z=2 

x+y-22=0 

x-y-z=-1 


x+y 
Halle 2 +1 


A) 1 B) -1 00 
D) 23 


E) No existe 


CAPÍTULO Hll 


9. 


10. 


11. 


12. 


Para que el sistema: 13. 
x-y=a-b 
po ES TA 
a+h b+h 
A 
a-h b-h 
Sea compatible es cierto que: 


A) h=+vVa+b 


C) h=0 
D) BvcC 


B) h=+Vab 


E) AvC 
14. 
Del sistema: 
x=az+p 
y=bz+q 
Ax+By+Cz+D=0 
Halle el numerador de x 


A) p(c+bB)+a(qB+D) 
B) p(c+aB)-b(qa+D) 
C) p(c+bB)a(qB+D) 
D) a(p+cb)<(aB+D) 


E) (a+bMp+49-D)+c 15. 
Halle el valor de z en: 
ry+z=1 
do 
== +-— 
2xy=z 4 
Si x,yzeR 
A) 1 B) 2 C) 2x-3y 
1 
D) x-2y E) ——- 
) x-2) ) 3 
16. 
Encontrar el valor de “a” para que el sistema: 
A4y=z E E 
x+y+z=a tenga una sola solución en R 
a ad l 
dis ys 0) 
eo l dd 
4 A ) 8 


Sistemas de ecuaciones 


Halle el producto de xy, yy siendo (xp, y,) una 
solución del sistema: 


,Y_2 

be q: (1D 

2 -1=0...(2) 

x+y 
A) 2 B) 2 03 
D) 6 E) 8 


Luego de resolver el sistema: 


xy xy =-b 
xy - y? =b 


Xx 
Calcular: E 
y 


A) 1 
D) 2 


B) -1 ¡0 


E) 2 


Si al resolver el sistema: 


Lo 
a b 


ab=5 
Se halla un b de la forma 


x+2./y , halle y-6x. 


A) 25 
D) -25 


B) -5 O 5 


E) 10 


Luego de resolver el sistema en R' 


x+y=3 

Va +25+4 y? +1=345 
Halle 4xy. 
A > B Z 
1 ) a O 3 
D5 E) 4 
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17. Luego de resolver el sistema 21. De resolver el sistema: 
Y 0 +(x-5-y) =6 (3x-y)Bx + y) =35 
5y - xy =2 (x-2yMx-—5y) =0 
Calcule: x-y. Dé un valor de .2-y? 
A) 4 B) 3 Cc) 2 A) 5 B) 3 C) 4 
D) 1 E) 6 D) 5 E 3 
18. Luego de resolver el sistema 22. De resolver el sistema: 
x+y +2./xy =81 aa bed 0) 
Ux -Yy =3 21(1- y) =28......(2) 
Calcule x-y. Dé como respuesta x” 
A) 81 B) 64 C) 15 A) 4 B) 16 O 3 
D) 5 E) 7 D) 9 E) 2 


19. Luego de resolver el sistema en R 23. Luego de resolver el sistema: 


x%y?z?-—xyz =6 Sl (1) 
z(x+y)=3 1 H0-x) 1 
-1?+4=4 ==—...(2 
AR 5) 350 
tal que xy<0 
Indique el valor de x-y-z si x<y Dé como respuesta xy. 
A) -/17+1 B) -417-1 1 
Dz B) 36 C) 9 
CO) 471 9 a ) 
D) -J19-1 ES D) 25 E) 1 
24. R j l si ó 
20. Alresolver el sistema: iS 
Pa M NO A 16) 
x2 +y2+47=10x7......(2) PTOS ooo. 12) 
indique el valor de V+T+H Dé como respuesta Y 
d s lin 
donde: V=número de soluciones 
T=xy si l<y<x 
H=x+y si ' <4 A de B de 10) LL 
=X y si xs y ) 4 ) 77 ) 4 
A) 13 B) 15 0) 14 4 7 
D) 7 Er 16 193 E 3 
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CAPÍTULO Il 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


Calcule n con la condición que los sistemas: 
nx-50y=1 [x-ny=1 
le 2ny =4 ca 
sean incompatibles y con solución única 
respectivamente 


A) 1 
D) 5 


B 3 O 3 


E) E 


Luego de resolver el sistema 
x+py+piz-po= O... (0 
x+qy+qlz- q =0......... (2) 
xeryarz A =D. (3) 


Dé como respuesta: 2*+3zy+3x 


A) p+q+r 
D) p+qt+P 


C) pq+pr+qr 
E) p+qo+r 


B) -p-q1 


Luego de resolver el sistema: 
+xz=8x(y+1) 
X+yz=12-y(x+1) 
Z+xz=10-z(y+1) 

Halle el menor valor de x+y+z 


A) -6 
D) 5 


B) -4 C) -5 


E) 4 
Resolver el sistema 
xy! =17 


LIE y dar un valor de xy 
y ox 


A) 2 
D) 2 


B) -4 O 6 


E) 3 


Resolver el sistema en R* 


y dé como respuesta x+y-z. 


30. 


31. 


32. 


Sistemas de ecuaciones 


A) 16 B) 10 O 0 
D) 6 E) 3 
A partir del sistema: 
Yx+ y +Yx-y=a 
x es: 
3 x _ y =b 
A a? -3ab B) a*-ab 
2 3 
a? -2ab 
C) 4 
ej ab-4b E a? -8ab 
ES ) 6 


Indicar el conjunto solución del sistema: 


ya 2 12y +1 417 


» (+3) 


B) (1-5) 


o (55) 


D) (4,0) 


E) Todos son componentes complejas (no 
reales) 


Un grupo de turistas tiene que hacer una 
colecta para pagarlos gastos de una excursión. 
Si cada uno aporta 750 soles, hay un déficit de 
4 400 soles; pero si cada uno paga 800 soles, 
habrá un exceso de 4400 soles ¿cuántas 
personas forman parte de la excursión? 


A) 44 
D) 176 


B) 88 C) 168 


E) 188 
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33. 


34. 


35. 


36. 
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Un niño tiene tantas canicas como las 
necesarias para formar con ellas un 
triángulo equilátero completo. Luego de 
jugar con otros niños gana igual número de 
canicas y ahora trata de formar un cuadrado 
completo, colocando en el lado del 
cuadrado tantos como tenía el lado del 
triángulo. Al finalizar el cuadrado le sobran 
10 canicas. ¿Cuántas tenía al principio? 


A) 10 
D) 55 


B) 50 C) 56 


E) 15 


Dos relojes marcan la hora exacta a las 12:00. 
Al dia siguiente, a la misma hora, uno de los 
relojes ha adelantado al otro en 6 minutos y 
ninguno de ellos marca la hora exacta, ésta 
resulta aumentada en 1 minuto a la 
semisuma de las horas marcadas por los dos 
relojes. ¿Qué hora marca el reloj atrasado? 


A) 11:58 
D) 11:54 


B) 11:56 Cc) 11:11 


E) 1:38 


Tres hombres: Antonio, José y Luis van a una 
feria con sus respectivas mujeres, cuyos 
nombres son Elizabeth, María y Amalia. 
Cada una de estas personas compra un 
determinado número de objetos, pagando 
por cada uno un cierto número de soles 
igual al número de objetos que compra, 
Antonio compra 26 objetos más que María 
y José, 100 más que Elizabeth. Cada esposo 
gastó 63 soles más que su mujer. Indicar 
cuál es la mujer de Antonio y José, 
respectivamente. 


A) (Amalia, Elizabeth) 
B) (Amalia, María) 
C) (María, Elizabeth) 
D) (Elizabeth, María) 
E) (María, Amalia) 


Dos obreros realizan un trabajo en 40 hrs,, 
¿en qué tiempo hará el trabajo el obrero Á si 
es 4 veces menos eficiente que el obrero B? 


37. 


38. 


39. 


Álgebra 


A) 50h 
D) 160 h 


B) 80h C) 120h 


E) 200 h 


Un atleta tarda en llegar a la meta 2 min, 
observándose que en cada minuto recorrió 
la cuarta parte de la distancia que lo 
separaba de la meta, más 369 metros. ¿Qué 
distancia recorrió? 


A) 1148gm  B) 1194m  C) 1221m 
D) 1250 m E) 1284 m 


Juan le da a Pedro tantas veces 5 centavos 
como soles tiene en el bolsillo, sabiendo 
que le quedan 76 soles, ¿qué suma tenía al 
encontrarse con Pedro? 


A) 70 
D) 95 


B) 80 C) 90 


E) 105 


Tres móviles A, B y C parten a la vez y en el 
mismo sentido de un mismo punto de una 
circunferencia a 200 mts. de la longitud, se 


2 
ve que A alcanza aCen 167 segyaBen8 
3 


3 5es más tarde. ¿Cada qué tiempo B 


sobrepasa a C (en segundos)? 


A) 30 
D) 48 


B) 50 C) 24 


E) 36 


En una tienda hay la siguiente oferta; un 
cuadro grande con marco vale 6 cuadros 
pequeños sin marco. Dos cuadros grandes 
sin marco valen uno pequeño con marco. 
Tres pequeñas sin marco valen uno 
pequeño con marco ¿cuántos cuadros 
pequeños sin marco se pueden cambiar por 
los marcos de dos cuadros grandes? 


A) 6 
D) 10 


B) 7 C) 9 


E) 12 


CAPÍTULO Ill 


41. 


42. 


43. 


Al resolver: 45. 
2X, XX =4 

3x, +4x, -2x3 =11 

3x, -2x, +4xz =11 


Halle x, +X), +X3 


A) 1 
D) 3 


B) 5 C) 4 


E) 0 


Luego de resolver: 
a+b+c =-1 
2a-b+2c = -4 
4da+b+4c = -2 
Halle e 


46. 


A) -1 
Do 


B) 3 a) 2 


E) 2 


Halle x, de: 
Xx +2x,+3x3+4x, =0 


47, 


X +X+2x3+3x,=0 
Xx +5X,+X3+2x,=0 


X  +9X) +9Xg +2x4=0 


A) 1 
D) -1 


B) 2 ¡0 


E) 3 


Halle x, de: 

X +3x2 +50%3 +7x, =12 48. 
3X, +9X, +7x3+x4=0 

9, +7x,+xX3+3x,=4 


1x,+X,+3x3 +5x, =16 


A) 1 
D) 2 


B) 0 a -1 


E) 3 


Sistemas de ecuaciones 


Halle x, de: 

Xx +2x,-3x3 +4x, -X5 =-1 
2x, Xp +3x3-4x¿+2x5=8 
3X FX X3+2x—X5=3 
4x,+3x,+4xX3 +2x, +2x5 =-2 


XX X3+2x, 3x5 =-3 


A) 1 B 0 O -1 
D) 2 E) 4 
Halle b de: 

a+b+2c =-1 

2a-b+2c = -4 

4a+b+4c = -2 

A) 1 B) 2 03 
D) 4 E 0 
Halle x, de: 

2X+X)+X3+X +X5=2 

X +2X,+X3+X+X5=0 

X +X +33 +X +X5=3 

X FX +X3+4xX,+X5 =-2 

XFX) AAN AX =5 

A) 1 B)0 O -1 
D) 2 E) 4 
Halle x-y si: 

x+2y+4z=31 

Dx +y+2z=29 

3x-y+z=10 

AJO B) 2 ad -1 
D) 1 E) 3 
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MALMSISEA=T 


Desigualdades e 
inecuaciones 


El álgebra booleana 


El genio inglés Boole desarrolló una lógica 
simbólica para aclarar la difícil lógica 
aristotélica. La idea básica de Boole era que si 
las simples proporciones de la lógica podían 
representarse por medio de símbolos precisos, 
las relaciones entre dos proposiciones podían 
leerse en forma tan exacta como una ecuación 
algebraica. 


En honor a su nombre se desarrolló el álgebra 
de Bool, que es muy aplicado en circuitos 
eléctricos y electrónicos, por la analogía que 
existe entre las proposiciones estudiadas por 
Bool y el comportamiento de algunos : 
fenómenos físicos que se suceden en la 
electrónica. 


"Si a<0A b<o0o 


2 2 2 
a<sx<b>b<xs<c<as 


PRESA 


- Una antigua profesora universitaria 


En el proceso histórico la mujer también ha aportado al desarrollo social no sólo a través de las 
luchas sino en el campo intelectual. 

En este caso hablamos de una mujer nacida en Alejandría hacia el año 370 a.n.e., en tiempo de 
cambio y violencia, cuando iba decayendo el imperio romano. Esta mujer se llamaba Hipatía y, a 
pesar de la época remota en que le tocó actuar, lo hizo como profesora de matemática en Alejandría, 
en el más importante centro cultural del mundo antiguo. 

Si aún en nuestros días son escasas las mujeres que ocupan cargos directivos en la política, por 
ejemplo pensemos qué antecedente valioso significa la presencia de esta mujer en la docencia 
manejándose con autoridad frente a hombres y sociedad portadores de una alta cultura. 

Hipatía, fue titular de Geometría y Aritmética con título cabal en el centro de conocimiento de 
la época. Podemos afirmar que se trata de la primera mujer en la historia que haya desempeñado 
una cátedra universitaria con tanta solvencia y antecedentes, porque, a más de brillante matemática, 
Hipatía desarrolló el Álgebra y dirigió todo el movimiento neoplatónico que imperaba entonces en 
la ciudad de Alejandría. Dominaba casi toda la información del siglo Y ya que, en su condición de 
filósofa, nada del saber le era ajeno, pues los antiguos dividían la filosofía en tres campos: Lógica, 
Física y Ética. La primera se ocupaba de la metodología para llegara la verdad; la segunda abarcaba 
todo lo existente, como Matemática, Química, Medicina, Derecho, incluso el estudio del alma; la 
tercera especulaba sobre las creaciones del hombre, como la política, el arte o el Estado. Por lo 
tanto, la Filosofía comprendía todo el saber humano. 

Escnbió, además, una biografía de Diofanto, quien introdujo el Álgebra en la matemática antigua 
—hacia el año 250- haciendo progresar enormemente esa disciplina. Fue convertida al Cristianismo 
por el obispo de Hipona, San Agustín, otro gran converso del siglo y padre de la Iglesia Católica. 

Hacia comienzos del año 415, uno de los tantos motines, acaecidos en la luchas civiles en el 
complicado mosaico político de la época y la zona, puso fin a la vida de esta mujer extraordinaria 
que hoy, a mas de 1500 años de distancia, recordamos con respeto y agradecimiento por sus trabajos 
en esa materia que mueve tan gran parte de la técnica y los logros del presente. Un grupo de 
revoltosos que recorrían las calles de la ciudad, incendiando propiedades y atacando transeúntes, 
acometieron a Hipatía, sin conocerla y dándole muerte a puñaladas. Así, irracionalmente, fue segada 
la existencia de un ser que tanto hacía por la cultura de Occidente. 

A ella debemos el desarrollo y análisis del Álgebra, así como la difusión de sus cultores, tal el 


caso de Diofanto que hemos dicho. 


Desigualdades e . 
inecuaciones 


OBJETIVOS 
».* Diferenciar la. desigualdad de la inecuación. 
É Estar preparado para iniciar el análisis como matemático superior. 


-Entender la útilidad de números: positivos y números negativos. 
Manejar el análisis. lógico de los problemas'matemáticos. : 


INTRODUCCIÓN 

El criterio de desigualdad nace tan paralelamente a la noción de igualdad desde los intelectuales 
babilónicos, aunque no se trataba con tanto interés. 

Las inecuaciones se convierten en la preocupación de los intelectuales europeos, en el siglo XVI 
con Leonardo de Pisa entre las inecuaciones simples. 

Los hindúes introdujeron, en efecto, los números negativos a los que daban el nombre de números— 


deudos. 


El alemán Adam Riese (1499 — 1559) introduce el signo y , 
Bowbelli da inicio a los números imaginarios, expresando de este modo a EL J-2, llamándolos 


números imaginarios, denotando de este modo a 4-1 con la letra i, que participa dentro del cálculo 
con i*=-1. Esto es generalizado más tarde por Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855), astrónomo, físico 
matemático alemán, dando origen a un nuevo tipo de números llamados los números complejos, cuyas 
características y propiedades son similares a los números reales. A partir de aquí surge el interés por 
descubrir más propiedades y tipos en las desigualdades, hasta convertirlo en un elemento fundamental 
dentro del análisis. 

Así mismo, las desigualdades o relación de orden se convierten en una característica fundamental 
que diferencia al conjunto de los números reales del conjunto de los números complejos. 

La teoría de conjuntos fue creada por el matemático ruso Georg Cantor (1845 — 1918), entre 1872 y 


1895 para resolver la teoría relacionada a las funciones y las desarrolladas del análisis. 
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Algebra 


¡KK € LLC BErAa 


RELACIÓN DE ORDEN 


Dado un conjunto A distinto del vacío donde 
se define R en A. 
R, es una relación de orden en A si verifica las 
siguientes propiedades: 


Ll. (ajajeR, VaeA (Propiedad reflexiva) 

IL. Si (ajbJeR a (biaJeR => a=b 
(Propiedad antisimétrica) 

IL. Si (a:bJeR 1 (bic)eR = (ao)eR 
(Propiedad transitiva) 


(Ver torno l, capítulo de Números Reales) 


Como se ha definido en el conjunto A la relación 
de orden, entonces se dirá que Á es ordenado, 
para ello se usarán los siguientes símbolos. 


> "mayor que" 


; - ESTRICTOS 
menor que 


A 


"mayor o igual que" 
"menor o igual que" 


lA IV 


NO ESTRICTOS 


Se define la relación de orden en R,, para ello 
diremos que el campo real es un campo ordenado. 


DesiGuaLpapD 


Es una comparación que se establece entre 
dos números reales a, b utilizando los símbolos 
de la relación de orden, el cual puede ser 
verdadero o falso. 


a>b;a<b 
a<b;, a>b 
DEFINICIONES 
IL. Un número aeR se llama positivo si y sólo 
sia>0. 
ll. Un número ae R se llama negativo si y sólo 
sia<0O, 


IL. a>b«=a-bes positivo (a-b>0) 

IV. a<b«>a-b es negativo (a-b<0) 

V. Si (a;b) e R* entonces [a+bjab) cR* 
VI a2b Sa>bva=b 


LEY DETA TRICOTOMÍA 


V ae R; sólo se puede establecer una y sólo una 
de las tres relaciones. 


TEOREMA 


Va; beR, se tiene a>bva=bva<b 
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VIL a<b<c=a<b a b<c 
Vill. a>b «* b<a 


Ejemplos: 
IL. 323 ¿Es verdadero? 

Por definición 

32353 > 3v3=3 

F v 

FvV=V .: es verdadero. 
2. 0>0 ¿Es verdadero? 

Para el lector (justifique). 


La relación de orden que hemos definido es 
un orden parcial; como se desea un orden total, 
entonces es necesario una ley denominada ley 
de la tricotomía. 


Demostración 

Si a;beR = (a-b)eR (Ley de clausura) 

De la ley de tricotomía 
a-b>0va=b=0va-b<0 

De las definiciones III y IV. 
a>bva=bva<b 


CAPÍTULO IV Desigualdades e inecuaciones 


iO EOREMAS 8) CO 5. =] 
Maibicidar >a<b=>a+(-a)+(b)<b+(-a)+(-b) 
l. a<cbeoa+c<b+c Teorema | 
2.Sia>bab>c=a>c (transitividad) >a+(-a)+(-b)<b+(-b)+(-a) 
3.Sia<bac<d>a+c<b+d 058 
+] (Para el lector) 
Demostración 
1. >|a <b=a-—b<0 (definición) 6.1 


>Si c<0=>-c>0 


Por el Teorema 4: a(-c) > bc) 
> (a-b)+(c-c)<0 (inverso aditivo) S -ac>-=bc 


> (a-b)+0<0 (elemento neutro) 


=> (a+c)-(b+c)<0 é* ac<bc, Teorema 5 


> a+c<b+c (definición) 

«| (Para el lector) fo LES "TEOREMAS ' : 

7. VaeR:a?>0 
8.Si0<a<br0<c<d=>ac<bd 


2. >|a > b£Sa-b>0 (definición) 
=b>c«=b-c>0 (definición) 
> (a —b)+(b—c)>0 (definición (V) ) 9.ab>0<=[(a >01b>0) v(a<0 Ab<0)] 
>(a-c)>0 sa>c (definición) ab <0 e [la <DAb >0) vía >01b <0] 


3.>Ja<b=a+c<b+c (Teorema 1) Demostración 
=c<d => b+e < b+d (Teorema 1) 


7. >| Para el lector 
=a+c < b+d (Teorema 2) 


Sugerencia: use los teoremas 4 y 6 


ab, | TEOREMAS 40 8 
Va,b,c,deR 


. | Como b>01c<d=bc<bd (a) 
Luego consideramos dos casos: 

4, Sia>baAc>0=>ac>bc c>0 a c=0 

5. a<b =>-a>-b 


ñ a) Sic>0ra<b>ac<bc (f) 
6.Sia>bAc<0 =>ac<be 


de (a) y (B) se concluye: ac <bd 


Demostración b) Sic=0=ac=0=bc (0) 
4.=>|a > b > (a-b)>0 (definición) Luego: de (a) (8) se concluye: ac <bd 
A c >0 hipótesis 
> (a -b)c > 0 (definición IID 9. >| Para el lector 
=ac-bc >0 (ley distributiva) Sugerencia: utilice la regla de los signos 
=ac>bc:; lqgd para la multiplicación. 
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TEOREMAS - 


10. al tiene el mismo signo que "a" 


11. Si a y b tienen el mismo signo A a<b 
11 
==> 
a b 


Demostración 
10. Consideramos dos casos: 
La>0sa >0 
lLa<0 Ss at<0 
L_= a>0 y suponemos que a < 0 
=aa <0 
as 1l1<0b... (absurdo) 


Por lo tanto a? > 0 v a=0 
(Ley de tricotomía) 
Peroa 0 => a >0 


IL =>) Para el lector 


11. Consideramos los siguientes casos 
L  a>0Ab>0 
IL. a<0 Ab<0 


L_3)] a<b >a.a.b"!) <b.(a7.b”) ......T4 
Observación: (a. b”!>0) 
= (aa*t)b” <a bb”) ...... As 
> (Mb” <(D.a” ......M4 


Pero: bl <a? e a>b" 


IL. =>) Para el lector 


RECTA NUMÉRICA REAL 


Álgebra 


Corolarío 


1 
< 
x 


3 Si ab>0; a<x<b => 


1 
b 


1 
< 
a 


Ejemplo 1 
Sixe<-1;4]: 
Hallar el intervalo de -4x+3 


Resolución: 
-l<x<4 so 4> -4x >-16 
Ss 7>-4x+3>-13 
S -13<-4x+3<7 


Es una recta geométrica, donde se establece 
una biyección entre los números reales y los 
puntos de la recta, es decir, a cada punto de la 
recta le corresponde un único número real y 
recíprocamente a cada número real le 
corresponde un único punto de la recta. Por eso 
se dice biyección o correspondencia biunívoca o 
perfecta. 
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-4x+3€ [-13; 7) 
Ejemplo 2 
Si 3<x<7; hallar la variación de M= q 
Xx" 
Resolución: 
2x+1 6 
—— =1i+ 
2x-5 2x+5 
Luego partimos de: 3<x<7 
S6<2x<14 e 1<2x-5<9 
PLE ! <l ee E <6 
9 2x-5 3 2x-5 
Pa y < 
3 2x+5 
Ey 
3 
Negativos Positivos 
E 2 —> 
—=o 2 -1VN0Y 1 2 3 + 


os, -so son símbolos [ 
ideales; no son 


CAPÍTULO IV 


INTERVALO : 


Desigualdades e inecuaciones 


Es un subconjunto del conjunto de los 
números reales, es decir, es un conjunto formado 
por números reales definidos por la propiedad de 
que sus elementos satisfacen ciertas 
desigualdades. 

Si representamos la desigualdad a<b sobre la 
recta numérica: 


A E 


Se observa que el punto M que representa al 
número “a” esta a la izquierda de N que 
representa al número “b”, esto nos da la idea que 
existen números reales entre a y b, o sea, a<x y 
x<b que se pueden escribir a<x<b; luego 
diremos que un intervalo es un conjunto de 
números reales; los cuales se encuentran entre 
dos extremos, a los que denominaremos extremo 


inferior y extremo superior. 


1. INTERVALO ABIERTO 
El intervalo abierto determinado por dos 


números a y b donde a < b es el conjunto de todos 
los números x€R para los que a<x<b 


Notación: (a;b) ó la;bl 
Otra forma de escribir la definición es: 
(a; b)=[x€ R /a<x<b) 


Xx 


Sia=b=(a;b)=4 j=0 


(Es el conjunto vacio) 


2. INTERVALO CERRADO 
El intervalo cerrado determinado por los 


extremos a y b, donde a<b es el conjunto de 


todos los números x€ R , para los que: a<x<b 


Notación: [a;b] 
Matemáticamente: 


[ajb]=(x€ R /a<x<b) 


Si a=b => la;b] =(a) 


Además de intervalos abiertos y cerrados 
tenemos intervalos semiabiertos o 
semicerrados tales como: 


(a;b]=[xe R/a< x<b) 
[ajb)=[xeR/a<x <bl 


3. INTERVALOS INFINITOS 
(a;+o0)=(x/x>a) 
[a;+ eo) =(x/x>a) 
(- e; a)=[x/x<aj 
(- e; a]=(x/x>a) 


(— eoj +00) =([x/x€ R] 


Ilustración gráfica: 


dd 
as 
<—o;a> 


a er + 
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OPERACIONES CON INTERVALOS... 


Álgebra 


Con respecto al conjunto universal R y dos 
intervalos A y B, se tiene las siguientes 
operaciones. 


AUB=(xeR/xeAvxeB] 
AnB=[xeR/xeAnrxeB) 
A-B=[xeR/xeArxe Bj 
A =AS =[(xEeR/xg A) 


Complemento 
deA 


Ejemplo 1 
Si A= (16;+00); hallar A' 
Resolución 
Y =([xeR / x8 (16;+00)) 
E [xe R/=(xe (16;+00))) 
=[(xeR/=x>16) 
= [xe R/x< 16) 


.A' =<-0;16] 


Ejemplo 2 
Si A=(-13,18], B=[-6;-30] 
Hallar AuB; AMB 


Resolución: 


e 30 


AUB=(-13;301 
AnNB=|[-6;18] 
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Ejemplo 3 
Si A= (-7,-1)U(4:12]; B= (-=;-3)U(7,19] 
Hallar: 
L AnNB IL AUB 
IL A-B IV. B-A 
Resolución: 
B B 
A A 
>> 7 3-1 4 7 12 19 +o 
L AnNB=((-7;-1)U(4,12]) ((-e;-3]u(7;19)) 
AnmB=(-7;-3]u(7;12] 
IL AUB=((-7;-1)U(4;12))u((-e;-3]u(7;19)) 
AUB= (-0;-1]U(4;19] 


1. A-B=(-3,-1)U(47] 
IV B-A=(-=;-7]U(12;19] 


Ejemplo 4 
Si A=(xeR/-7<x<3) 
B=(-3;4) 
C=[x€R /x>4), hallar: C'-(AUB) 


Resolución: 
As (-7;-3]; B=(-3,4); C= (4;+00) 
=> AUB=(-7;4) 
=(AUB) =(-<0-7]U| 4;-+00) 
C = (4;+00) = C'=(—00,4] 


Luego: —C'-(AUB)= (-7;4) 


Otra forma: 
Como nos piden calcular 
C'-(AUB)', calculamos el equivalente: 
C'-(AUB) =CMAUB 
= (2,4) (-7,4) 
=(-7;4) 
C'-(AUuB) = (-7;4) 


CAPÍTULO IV 


Desigualdades e inecuaciones 


/ INECUACIONES | 


Una inecuación es toda desigualdad 
condicional que se establece entre dos 
expresiones matemáticas donde existe por lo 
menos una variable a la que le denominaremos 
incógnita. Se representa de la siguiente manera: 


AGO>BGO y AGO <B(x) 
A(d2BG0D) y AGO < BG) 
Toda inecuación se convierte en una 


desigualdad cierta o falsa cuando la incógnita o 
incógnitas toman un valor real determinado. 


Ejemplo 1 

4x+1>x+2 
Si x=0 >1>22 Falso 
Si x=1 =>5>3 Verdadero 
Si x=2 =>9>24 Verdadero 
Si x=-l =-3>1 Falso 


La inecuación se verifica cuando x=1; x=2; etc 


Ejemplo 2 

cosx+1>12 
La inecuación nunca se verifica porque los valores 
del cosx están comprendidos en el intervalo 
[-1;1] 


FORMA GENERAL DE UNA INECUACIÓN 

Sea H(x) una expresión matemática de 
variable x, se tiene una de las siguientes 
desigualdades: 


SOLUCIÓN PARTICULAR DE UNA INECUACIÓN 
Dada una de las inecuaciones (1), se define 
como solución particular de la inecuación a aquel 
valor que toma la incógnita que, al ser 
reemplazado en la inecuación original, convierte 
a esta inecuación en una desigualdad verdadera. 


CONJUNTO SOLUCIÓN DE UNA INECUACIÓN 
El conjunto solución (C.S.) de una 
inecuación es el conjunto formado por las 
soluciones particulares de dicha inecuación. 
Si una inecuación no tiene solución particular, 
su conjunto solución se define como el conjunto 
vacío. 


RESOLUCIÓN DE UNA INECUACIÓN 

Resolver una inecuación significa encontrar 
su conjunto solución. La resolución de una 
inecuación se realiza efectuando pasos 
equivalentes. 


Ejemplo 
Resolver: 4x+13 > x+22 


Resolución: 

4x+13 > x+22 S 4x+13+(-13)>x+22+(13) 
S 4x>x+9 

e AatE)>+E6)+9 

+ 3x>9 


ex>3 
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INECUACIONES: POLINOMIALES DE UNA VARIABLE 


Una inecuación polinomial de una variable 


tiene la forma: 


a+ 0; tag; ay; az; 


Ejemplos: 

l. PG)=2x+3>0 

2. PGoO=2+3x+6>0 

3. PLO=5é+x+1<0 

4. PO9=x"-10+35%50x+24< 0 


1. INECUACIÓN LINEAL 
Es aquella inecuación que tiene la siguiente 
forma: 
ax+b>0 v ax+b<0 
ax+b>20 v ax+b<0 


Donde a*0 Afa;b)cR 


Resolución 

Para resolver escogemos una de las 
inecuaciones arriba mencionadas, y de los otros 
también se realizan utilizando los mismos 


procedimientos. 

Elegimos arbitrariamente a: 
ax+b>0 
e ax+b+(-b)>0+(-b) 
Ss ax+0>—b 
ES AX cocino 6) 


Para despejar x, se debe conocer el signo de “a”; 
par ello desdoblamos en dos casos: 


L  Sia>0; de (*) 


O 
a 


es +2)=(xeR/x>-¿| 
a a 
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IL. Sia<0, de (*) 
b 
S x<-= 
a 
CSS (a -2)> [xe R/x <->) 
a a 
Ejemplo 1 
Resolver: 
dx 1 Tx x 7 
— Ho i—+— +— 
3.399 6 2 18 
Resolución: 


Multiplicando miembro a miembro por (18) 
24x+2<21x+9x+7 
24x-21x-9x<7-2 S - 6x<5 


e 6>3 
A 
6 
COS: (xe R/x> E) (E: +) 
6 6 
Ejemplo 2 
Resolver: 
3x 5x+13 9 
12-= —(2 
> < 3 < 5 +Xx) 
Resolución: 
La inecuación es equivalente a: 
194% E 5x +13 z 5x+13 la 4d) 
2 3 3 5 
0) (1D 


Ll. Por6:72-9x<10x+26 
«> 72 -26<10x+9x 
=> 19x>46 


46 
S x> 19 


CAPÍTULO IV 


IL. Por 15: 25x+65<54+27x 
es 27x-25x>65 - 54 
“e 2x>11 


eo 
2 


De (D y (1) 


.C5=(xe R/x> 3) 


2. INECUACIÓN CUADRÁTICA 
La inecuación cuadrática en una variable 
presenta la siguiente forma general: 


E 


E 


Pl 
(a,b, c) CR 
De (*) se obtiene: 
ad+bx+c>0; ad+bx+c<0 
ad+bx+c20; ax+bx+cs0 
Resolución general 


Para resolver una inecuación cuadrática es 
conveniente completar cuadrados; y una manera 
ágil para completar cuadrados al polinomio 
PC) =ad+bx+x, es multiplicando por (4a); pero 
como se desea resolver la inecuación 
ac+bx+cz0; al multiplicar por (4a) podemos 
cometer error en el sentido de la desigualdad; por 
ello vamos a considerar siempre en este capítulo 
que el primer coeficiente sea positivo; en caso 
contrario multiplicar por (-1). 

Después de estas observaciones procedemos a 
completar cuadrados en: 
ad+bxtcz0 


Desigualdades e inecuaciones 


Multiplicado por (4a) miembro a miembro 
e lala?+bx+c)20; 4a>0 
e dal?+4abx+4ac)z0 


e (2ax)? + 2(2ax)b +b*-b* +4ac 20 
(T.C.P.) 
e (2ax+b)- (b*- 4ac)z0 


Se observa que la solución depende del primer 
coeficiente y de la discriminante (A =b* -4ac ), 
luego se tiene: 


De (2ax+b)-AZ20 se tienen los siguientes 


casos: 


I. Primer Caso 
A=0 5 (a>0) 


De (2ax+b)? -AZ0 se obtiene: (2x+b)'20 
Desdoblando para cada valor de los símbolos 
de la relación de orden. 
a) (2ax+b)>0 

Se verifica, VxeR ....... C.S.=R 
b) (2ax+b)?>0 

Se verifica, VxeR, a excepción de 


.cs=R-- 2) 
2a 


O (2ax+b)<0 
Se observa una inecuación, la cual no se 


verifica para ningún valor de xe R 
..C0S.=9 


dy (Qaxr+b)<0 
La inecuación 
2ax+b=0 


sólo se cumpu 
z ó b 
De ahí se obtiene a 
a 
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Álgebra 


La inecuación (2ax+b)'<0 


presenta solución única 


IL 
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Ejemplo 1 
Resolver: 4x"-12x+9>0 


Resolución: 

4x-12x+9> 0; completando cuadrados 
e (2) -202368)+32 0 

$ (2x - 3)?> 0; se verifica Vxe R 

.. C.S.=R =(-o; +00) 


Ejemplo 2 

Hallar todos los valores de “a” para que la 
inecuación x2+(x+a)?+2x< 1 tenga solución 
única. 


Resolución: 

Efectuando en el primer miembro y, 

transponiendo términos, se tiene: 
2x*+(2a+2)x+a21<0 

Para que exista solución única, el primer 

miembro debe ser un trinomio cuadrado 

perfecto; entonces, la discriminante A=0, 

luego: 

(Qa+2)- 8(a?- 1)=0 

-4a?+8a+12=0 

a“-2a-3=0 

(a- Día+1)=0 

a=3 va=-] 


1101202 


No olvidar que el primer coeficiente debe ser 
positivo. 


Segundo Caso 
A>0; (a>0) 


De (2ax+b)-AZ20 se obtiene: 
(x+bY-/A 20 

Se observa que el primer miembro siempre 
es factorizable, en el campo real y esto ocurre 
porque la discriminante es positiva (A >0 ). 
Para resolver utilizaremos el método de los 
puntos críticos. 


Ejemplo 1 
Resolver: x2-13x+30>0 


Resolución: 
El primer miembro es factorizable por aspa 
simple; entonces: 


-13x+30>0 e (x-3)- 10)>0 


pas ((<-3)>0 ,(x-10)>0) v ((x-3)<0 n(x-10)<0) 


> (x>3Ax>10) vw (x<3Ax<10) 


Ss x>10 V x<3 
. CS, =(-00; 3)U(10; +00) 


Ejemplo 2: 
Resolver: x2+x-1 


Resolución: 


A=5>0, entonces el primer miembro es 
factorizable en R; pero se observa que no se 
puede factorizar utilizando el aspa simple; por 
eso completamos cuadrados: 


A+x-1<0 e 44+4x-4<0 
(20.+2(20(0)+1-5<0 
(2x+1)?-5<0 
(2x+ 12-45" S0 
(2x+1+ /5 )(Qx+1-4/5)<0 
(2x+14+4/5>0 » 2x+1-45 <0) y 
(2x+1+ 45 <0 a 2x+1-45 20) 


O 


e essa PEE 
2 2 
y tas ELO 
2 2 
pS A o V xED 
2 2 
1-45. 1445 
S xe : 
2 PA 
205%, AA 
2 2 


CAPÍTULO IV 


A continuación presentaremos teoremas que nos 
ayudan a resolver inecuaciones cuadráticas: 


PG)=ad+bx+cz0; axO 
de discriminante A>0 


“ ” TEOREMA 


Seanx20 n y>0 


luego 


Demostración: 
> 
dy e e-y<0 
> Qtya-y)<0 
Por el teorema 9, tenemos 
[x+y>01x-y>0)v(x+y<0nAx-y<0)] 
[G>-yAx> y) w(x<-y A x<y)] 
Como: y20>-y<0; x>0 
Luego: x>-y; es verdadero 


x<-y; es falso 
Reemplazando se obtiene: 


(Va x>y)v(F a x<y) 
Ss (x>y)vF 
as (x>y) 


nxi>yex>y Vx20nV y20; l.q.q.d. 
| Para el lector 


V ye R mayor o igual a cero se cumple : 


x>y e (x<= y v x>/y ) 


Demostración: 
Consideremos dos casos: x20 vx<0 


L  x2>0entonces 


ds . 2 
2>y e > Jy ne por el teorema anterior 


e x> Jy 


Desigualdades e inecuaciones 


IL. Six<0 =>-—x > 0; además 
lay 
Entonces ()'>y e (=0?> Jy" 
Aplicando el teorema anterior se obtiene : 


> Vy e x<-Vy 


Como se ha considerado dos casos se tiene 
al final la unión de 1 y IL 


> y o (x> y v x<-,[y) 


TEOREMA 
V y € R mayor que cero se cumple : 


x2<ye( y <x <yy) 


Demostración: 
Consideremos dos casos: x>0 Vx<0 


L x20; y>0 
Entonces: x?<y e xé< Jy 
e (+ Jya- /y)<0 
como: (xX>20 A Jy >0 => x+ y >0) 
e x+yJ/y >0 1 x- /y <0 (signos diferentes) 
ex>-Jy ax< y 
e —Jy<x<x hy 
IL. Si (x<0 ay>0) > (x>01 y>0) 


> + Jy >0 ex by <0) 
luego de: x?<y se obtiene 


Ge+ fy e Jfy )<0 


e x+ /y >0 A x-Jy <0 
(signos diferentes) 


e xX> y AM x<vfy 
e- y <x<xYfy 
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Ejemplo 1 

Resolver: x2-9x+14>0 
Resolución: 

2-9x+14>0 S x-9x>-14 


81 81 
e > 14 
e 9x 8 4 


4 
PEE A E 
2 4 
Ss x>=+- a 
2 2 2 2 


ex>7 y x<2 
S x€ (o; 2)U(7; +00) 
OS, =(—=; 2)U(T; +00) 
Ejemplo 2 
Resolver: x2-x-1<0 
Resolución: 
Éx-1<0 e 4-4x-4<0 
e (20?-2(20()+1-5<0 
e (2x-0?<5 
e -45<2x-1s 4/5 
e -Y5+1<2x<vV5+1 


dE PRESA 
2 2 
CS. A e] 


CRITERIO GRÁFICO DE SIGNOS 

Es un criterio que se utiliza cuando la 
discriminante del polinomio PL) =ad*+bx+c; 
ax0 espositivo (A>0 ). 
Entonces: 

PG) =ax2+bx+c20 e alex )Oe-x)20 
donde: x,;x, € R son raíces 
A la raíces x,; x, del polinomio se le denomina 
valores o puntos críticos. 
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Procedimiento 

L. Alosvalores críticos se les ordena en la recta 
real en forma creciente. 

IL. Se trazan rectas horizontales para cada factor 
lineal y luego se traza rectas verticales para 
cada valor crítico de modo que corten a todas 
las rectas horizontales. 

IIL. Para cada factor lineal (x — x,), a la derecha 
del valor crítico x, le corresponde el signo (+) 
ya que: x>x, e (ex,)>0 y ala izquierda de 
este valor crítico se coloca el signo (-) ya que: 
(xx) resulta negativo. 

IV. Luego se multiplican los signos verticalmente 
y los resultados se colocan en la misma recta 
horizontal, correspondiente al producto de los 
factores lineales. 

V. Finalmente se obtiene el conjunto solución 
(observar el sentido de la desigualdad para 
elegir la zona). 


Ejemplo 1 

Utilizando el método gráfico de signos resolver: 
xi -9x+14>0 

Resolución: 


12-9x+14>0 > (x-7)(x-2)>0; A>0 


Como se puede observar: 2, 7 son puntos críticos; 
luego pasando al esquema gráfico, se tiene: 


En este caso elegimos el signo (+) ya que 
x-9x+14>0 
Finalmente a 
x-9x+14>0 O x € (02) (7; +00) 
Observación: 
Como: x*-9x+ 14=(x-7)(x-2) en el caso de la 
inecuación (x-7)(x-2) 2 0 también se elige el 
signo (+); además se incluye los puntos críticos 
x=7;x=2. 


z CS. =(-ox; 2Ju[7, +00) 


CAPÍTULO IV 
En forma análoga: 
O 
Q-D(-2)<0 > xe (2,7) 


(03) 
L-DG-2)<0 e xe [2,7] 


Los factores lineales deben escribirse en la 
forma: 


(xtb) o (xtb); a>0 


Ejemplo 2 
Resolver: - 61%-x+2>0 
(Utilizando el método gráfico de signos) 


Resolución: 
Indicar que no es conveniente trabajar con el 
primer coeficiente negativo, por eso debemos 
multiplicar por 1) encontrando una inecuación 
equivalente a -6x2-x+2> 0 
Entonces: 

Séx+220 e 6é+x-250 


Factorizando tenemos: 
(3x+2(2x-1)$ 0 
dia 2 1 
Los puntos críticos son: 23 - 


(en forma decreciente) 


Luego pasando al esquema gráfico 


Como: (3x+2)Qx-1)€0 
Elegimos el signo (-) e incluimos los extremos. 


: CS.= 5 2] 


Desigualdades e inecuaciones 


MÉTODO DE LOS PUNTOS CRÍTICOS 

Como consecuencia del método anterior 
tenemos el método de los puntos críticos, que 
es más práctico que los métodos anteriores; 
sólo se utiliza cuando el discriminante de 


P(O)=adk+bx+c20 es positiva (A>0). 


Procedimiento 

Il. Hallar los dos puntos críticos, luego se 
ordenan en la recta real en forma creciente. 

IL. Esindispensable que el primer coeficiente de 
cada factor lineal sea positivo, por ello se 
colocan entre los puntos críticos los signos 
(+) y |) alternadamente de derecha a 
izquierda; es decir, comenzando de la 
derecha del mayor punto crítico con el signo 
(+). 

IM. Si tenemos: 
PG)=axé+bx+c>0 (a>0 nA>0) 
PC)=aé+bx+c20 (a>0 1 4>0) 
El conjunto solución estará formado por los 
intervalos donde aparezca el signo (+) 
En forma análoga: 
PO)=adé+bx+c<0 (a>014>0) 
PLO=at+bx+c<0 (a>0.4>0) 
El conjunto solución estará formado por el 
intervalo donde aparece el signo (--). 


Ejemplos: 
Resolver: 12x-12>0 


Resolución: 

É-x-1220 > (-90(+3)>0 
Los puntos críticos son: -3; 4 luego trazamos el 
esquema: 


Elegimos las zonas (+) 


CS. = (00; -3]u| 4; +00) 
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Algebra 


FEO O 


Comprobando: 
:-4)(0+3)>0; C.S.=(=09; -3]U[ 4; +00) 
Qe-4)(x+3)< 0; CS. = [3,4] 
(-4)(+3)<0; CS, =(-3;4) 


Ejemplo 2 
Resolver: x2+5x-1<0 


Resolución: 
Se observa que A>0 (entonces se puede aplicar 
puntos críticos) 
+5BxI<O > 4 +20x-4<0 
e (20*+2(2x)(5)+5%29<0 
e (2x+5)- /29 <0 


e (2x+5+ 429 2x+5- 429 )<0 


Los puntos críticos son: 


-5- 29 . —-30+ /29 
2,” 2 
Trazamos el esquema: 


Para hallar los puntos críticos de manera 


ágil al primer miembro se iguala a cero, y 
se resuelve la ecuación cuadrática 
obteniendo las raíces reales que 
justamente son los puntos críticos. 


Ejemplo 3 
Resolver: x2+x-1<0 
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Resolución: 

Se observa que A>0 

Pero x2+x-1 no es factorizable por aspa simple, 
por ello igualamos a cero, es decir: x2+x-1=0; 
resolviendo se tiene: 


-1+ 45 
X= 
2 
= Los puntos críticos son: 
1-45. -1445 
2 ” 2 


Trazamos el esquema 


1415 
2 


ER 2 2] 
E A ER 


Comentario: Si 
Como se puede observar para resolver 


a+bx+cz20 ;a>0 cuando (A>0) existen 
muchas formas; el estudiante debe optar por la 
resolución más conveniente. 


MIL. Tercer Caso 
(A<0; a>0) 


De (2ax+b)?-A20 se obtiene: 
(2ax+b)+(-A 20 

Desdoblando para cada símbolo de la 
relación de orden: 


a) (2ax+bY? + (-A)>0 
e A 


Se verifica VxeR 
.. CS. =R= (=>; +00 ) 

b) Car+b+GAa)J>0 
También se verifica VxeR 


“CS. =R =<-00;400 > 


CAPÍTULO IV 


Desigualdades e inecuaciones 


O) (Qax+b) + (-A)<0 
+ + 
Nunca se verifica 
- CS. =R= (—o0; +00 ) 


dd) Cax+bY+(-A)<0 
Como A<0 S -A>0 
Entonces el primer miembro siempre es 
mayor que cero. 


.CS.=0 
Ejemplo 1 
Resolver: 1% + 6x+12>0 
Resolución: 
+ 6x+12>0 eS (+6x+9)+3 >0 


e (x+3)+3 > 0 
Se verifica Vxe R 


No hemos utilizado el método de los puntos 
críticos porque A<0 (comprobar) 


Ejemplo 2 
Resolver x?-x+1<0 


Resolución: 
Se observa (A<0) 


XÉ=x+li<0 e 4-4x+4<0 

es (2x-1)?+3<0 
Pero (2x-1)+3>0 VxeR 
“CS.=0 


TEOREMA DEL TRINOMIO POSITIVO 
Si el polinomio P(x)=ax?+bx+c; 
fa;b;c)CR tiene discriminante (A) negativo y 
a>0, entonces: 
ac+bx+c>0; VxeR 


Corolarío 
Si el polinomio: 


| P(x)=ax2+bx+c; fa;b;cicR 


tiene discriminante (A<0) y a<0 entonces: 


ax?+bxr+c<0 Vier 


Ejemplo 3 
Resolver: 2 +x+1>0 


Resolución: 
El primer coeficiente es positivo (1>0) y 


A=-3<0 

>x+x+1>0 VxeR 

CS. =R= (—o0; ho ) 

Otra forma 

Suponiendo que el estudiante no recuerda el 


teorema, entonces lo que puede hacer es 
completar cuadrados; es decir: 


3 
A+x+li>0 > (e) mi >0 


17 3 
eix+-|+>2>0 
2 4 


Se observa que se verifica Vxe R 
CS. =R 


Ejemplo 4 
Hallar el menor de los números M que cumple la 
siguiente condición: VxeR ; 4x--12< M 


Resolución: 
4xxé-12<M e é4x+M+12>0 
Como se verifica Vxe R y el primer coeficiente 
es positivo (1>0) 
= El discriminante debe ser menor o igual a 
cero, luego tenemos: 
A=16-4(M+12)<0 


SM>-8 


-8 +oo 


-. €l menor valor de M es - 8 


Otra forma: 
Axxé-12<M «> x-4x+M+12>0 
> 12-4x+44+M+8>0 


> (—2+M+8>0 
El menor valor de M es —8, ya que para dicho valor, 
se obtiene (x-2)?> 0 lo cual es verdadero VxeR. - 


169 


Lumbreras Editores 


Álgebra 


INECUACIÓN POLINOMIAL DE GRADO SUPERIOR - 


Una inecuación polinomial de grado superior 
en una variable presenta la siguiente forma: 


P(I=ap+a-lI+....+a,20 
ay +0; (ag; aj... ¿an cR y n23 


Para resolver vamos a generalizar 


Método de los puntos críticos 


Procedimiento 

L Es conveniente garantizar que a¿>0 
(a,: coeficiente principal) en caso contrario 
multiplicar por (-1); encontrando así una 
inecuación equivalente a la anterior. 

IL. Factorizar el polinomio en el campo real para 
hallar los puntos críticos del polinomio, si el 
polinomio presenta factores cuadráticos que 
son positivos o negativos VxER ; se debe 
realizar la cancelación respectiva, teniendo 
cuidado con el sentido de la desigualdad. 

IH.. Sean los puntos críticos: 

X1) X) Xg;»»...»X,, todos diferentes; además: 
X¡< X¿< XgS 00 Xp 

Se ordena en la recta numérica en forma 
creciente, luego se obtiene el esquema 
gráfico. 


Xy Xy  Xn 


PO)20 Elegimos las zonas (+) 
Si: P(x)<0 


POSO Elegimos las zonas (—) 


Si: Po) > 0024 
| 
J 
Ejemplo 1 


Resolver: 1%-7x+6>0 


Resolución 

Como el primer coeficiente es positivo: 

=> procedemos a factorizar: 
0é-7x+6)20 e (-1)G0-2(x+3)>0 
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Los puntos críticos son: —-3; 1, 2 
Trazamos el esquema gráfico: 


Elegimos las zonas (+) e incluimos los extremos 
finitos. 


= [3;1]u[ 2;+00) 


Ejemplo 2 
-x 94 10x%-35x + 50x-24 > 0 

Resolución: 

—x94+10x*-35+50x-24 > 0 
es xL10+35%-50x+24<0 
Factorizando 

CDG-2DG-30-4)<0 ........ () 

Los puntos críticos son: 1, 2, 3, 4 


Ubicando los puntos críticos en la recta real 


1 
De (*) elegimos las zonas (-) 


. CS.=(1,2)0 (3,4) 


Ejemplo 3 
Resolver: (+ D)0é-DU4-20x< 0 
Resolución: 
Multiplicamos por (-1) 
(+ D0é-D)Qx-D)x> 0 
e A+DOd+x+DODOtdi+DODx>0 


o (d+x+ Do? -x+D(x+DEDOx-Dx>0 


(1 
Pero: xX+x+1>0  VxeR 
xx+1>0 VxeR 


CAPÍTULO IV 


> (é+x+1D)0éx+1)>0; por lo tanto podemos 
cancelar; obteniendo una inecuación 
equivalente. (No cambia el sentido) 


G+DO-DOX-D20 ........ 9) 


Los puntos críticos son: —1; 1/2; 1 
Luego: 


Del (+) elegimos las zonas positivas 


“OS, =(-o0-1]U [0 | a) 


Va¡beR; nelN 
am.b>0 S+b>0 va=0 
a7.b<0 Sb<0 1nax0 
. amnl.b>0 Sab>0 
am. b<0 Sab<0 


Ejemplo 4 

Resolver: (+3) (x-3(2x-0"(1-20(5-x) > 0 

Resolución: 

La inecuación es equivalente a: 
(3-3 2D) 5) > 0 

> («-30-D0GAD20 v x=-3 


it 


INECUA NES FRACCIONARIAS j . 


Una inecuación fraccionaria de una variable 
es de la forma: 


Donde: PG<) y QG0 son polinomios no nulos de 


coeficientes reales; además “[Q60]>1 


Desigualdades e inecuaciones 


Los puntos críticos son : 1/2; 3; 5 
Luego tenemos: 


Elegimos las zonas (+) 


=xe€ [3 Juls:1=) 
CS, = E ajos: +00) U[-3) 


Ejemplo 5 
Resolver: Cde + D>0 


Resolución: 
Cidra DO e drtrtex+1>0 


Luego, lo ideal es factorizar el primer miembro; 
pero +1 +12+x+1 no es factorizable por aspa 
doble especial ni por divisores binómicos 
(comprobar); por ello optaremos resolver 
siguiendo otros criterios. 


Aer 1>0 So 2224 2>0 
e rta AA +2x + 1)41>0 
e rt a+ 1D?+1>0 


Como se observa; se verifica Vx€ R 
-CS.=R= (-00; +00) 


Conjunto de valores admisibles (C.V.A.) 


1369) 
[060] 


El C.VA. de ¿5 20es: R- (x/Q6)=0+ 


Resolución general 


ví 
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Sabemos que el resultado de dividir signos 


es el mismo que el de multiplicar signos; 
por ello, utilizaremos el método de los 
puntos críticos que ha sido estudiado en [ 
lasinecuaciones polinomiales. 


Ejemplo 1 
x+3 
Resolver: 20 
x-2 
Resolución: 
x+3 


2 U2>0 e (x+310-2)20 arxz%2 
x-2 


=> x€ (0; -3]u(2,+00) 


-. CS, =(—o0-3]U (2,400) 
Análogamente: (comprobar) 
x+3 

qe re (=2;-3) U(2; +00) 


A PT (-3;2) 
2 


306 re[-32) 
x-2 


Ejemplo 2 


5x+1 
Resolver: 
x-1 


Resolución: 


5x+1 5x+1 
>6o 
x-1 x- 


CS. =[xER/1<x <7)=(1,7) 
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Ejemplo 3 


Resolver: 2x-— 


(Examen de Admisión UNI 96 — 1) 


Resolución: 
Transponiendo términos: 


Los puntos críticos son: -1; 3; 4 
Luego: gráficamente 


> x€ (-1,3) U (4;+00) 


CS. =(-1,3) 0 (4;+00) 


Ejemplo 4 
Resolver: a <0 
x“+4x+3 
Resolución: 
2_ 
E Pd 
x?+4x +3 x + 4x+3 
2 
A 
(+1) (+3) 


S CI MA+IDA+IDSO; x*-l an x%-3 
e (+DGO0+3<0 v x=2 


> xe ([ 3; 1Ju(2p) 1-3) 


CS. =(-3;-1)0(2] 


CAPÍTULO IV 


Ejemplo 5 
Resolver: 


3x*- 51 +3x?-3x+2 


¡$xrAAAAo A—— > 
x*-2x*-17x*+18x +72 


Resolución: 
Factorizando se tiene: 


MESTOS 
IA 
Cancelamos (x-1D)%; vxx1 
Para el trinomio: 32+x+2 
(A<013>0) > 3x7+x+2>0; VxeR 
Luego se tiene la inecuación equivalente 
34 2)G+3)(-4)>0 
=> x€ (-0;-3)U(-2;3)U(4;+00) (comprobar) 
-.C.S.=(—00;-3) U(-2;3) U(4;-+00) 


Ejemplo 6 
Resolver: 


1 
x+2 


>2 


1 
—- + 
x-1 


Resolución: 
Efectuando operaciones se tiene: 


-2x* +5 as 2x?-5 <0 
(xD (+2) (x-1)(x+2) 


Ea 
2 2 
<0 


(x —1)(< +2) 


Desigualdades e inecuaciones 


Los puntos críticos son: 


0 A 
2 E e 


Luego tenemos: 


Ejemplo 7 
Resolver: 
x+1_ x-1 
ELIO IA 
x+2 x“+1 
Resolución: 


Como x2+2>0 a x2+1>0 
Podemos multiplicar en aspa, entonces 


da 0 * (a+ DOé+D>(x—D04+2) 


erro 4 2x2 
e 22-x+3>0 


Como tenemos un polinomio cuadrático en el 
primer miembro calculamos su discriminante: 


A=-23<0 12>0 
e 2é-x+3>0; xeR 


CS. =(—00; +00) =R 
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SISTEMA DE INECUACIONES 


Es un conjunto de dos o más inecuaciones 
en una variable. Sea el sistema. 


ACI 0) 
PAX) O cannnnnnns (2) 
¡ACID ACA (3) 


Sean Sy; Sy; Sz las soluciones de (1), (2) y (63), 
respectivamente, entonces: 


Ejemplo 1 
Resolver: 


Resolución: 
Resolviendo cada una de la inecuaciones: 


(0: +(1-x)-720 e 3x?-3x-6<0 
ex-x-2<0 
> (x-2)(x+1)<0 
e xe[-12] ...... S, 

(2): (+ 1)(x-3)<0 


<0=> xe[-16] 
x-6 


(3): 


Como C.S.=S, MS, Sy 


= Intersectando tenemos: 


Ejemplo 2 
Hallar la suma de los enteros que verifican 
simultáneamente las inecuaciones 


4x-5 38 045 


<x+3; 


Resolución: 
Resolviendo a cada una de las inecuaciones 
entonces: 


A 


S 3x>-26 2 ÓN S; 


Resolviendo la segunda inecuación: 


832x450 3x-8>8x+20 
e 8 Laos S, 
Luego 508, (5-2) 
CS a 
305 
Los enteros en: (EE) n 38; -7; 6 


-. La suma de valores es: -21 
Ejemplo 3 
Resolver el sistema y decir que podemos afirmar 
de (x - y) 
(ey + 2D -2)<0 


(y-3)(1+(a09))>0; ack 


Resolución: 


. (y? +2)(«-2)<0 S x-2<0 


CAPÍTULO IV 
-— (y-3)(I+(a7))>0 o y -3>0 


Luego: x-y<-1 


-. (x—y) es menor que —1 


Ejemplo 4 

Hallar el valor de “a” para el cual el sistema: 
AX BSO ceccnnannns. 0) 

LIRA GX co (2 
ASEO (3) 


Se verifica para un único valor entero de “x” 


Resolución: 
(0): 2-4x+3<0 > (-D)G-3)<0 


(DD: 2-2x+4<6-x e xx-280 

a (2DO+1) 7 

a xel-12)........... (8) 
Intersectando (a) y (B) 
Se tiene: xe (1,2] 


Como xza y el sistema tiene solución única 


>a=2 
.a=2 
Ejemplo 5 
Resolver el sistema con x, y, z enteros; 
Ax-3y+2z2>6 ..... 0) 
2 EY BZ SA coccion (2) 
YF2ZS IZ cnnciccccnancnnn (3) 
YD lides (4) 


Desigualdades e inecuaciones 


Señale (2) 
z 
Resolución: 
Restando las desigualdades, (3) — (4) se tiene: 
22<10 23D. (5) 


De (2): 4x+2y-6z<-8 

De (1): 4x-3y+2z>6 

Restando miembro a miembro: 
5y -8z<-—14 (6) 

De (4): 5y>lO conc. (7) 


Restando las desigualdades (6) y (7) miembro a 
miembro: 
B2>24d 2>3 0... (8) 
De (8) y (5) se obtiene: 
3<z<5;como zeZ 
El único entero es: z=4 
Reemplazando en (3) se obtiene 
e (9) 


De (9) y (4) se tiene: 

2<y<4; como yeZ 
El único entero es: y=3 
Reemplazando en (1) y (2) los valores: 
y=3 y 2=4 se obtiene: 


4x>7 e x>7 (10) 


2x<5 e x<> ao 


De (10) y (11) se obtiene: 


5 
5 <X<Z, como xeZ 


4 z* 
El único entero es x=2 
MOTO 
== Má. 2 
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ECUACIONES E INECUACIONES IRRACIONALES 


1. ECUACIÓN IRRACIONAL 

La forma general de una ecuación irracional 
en una variable es HO) =0; H(x); es una expresión 
algebraica irracional. 


Conjunto de valores admísibles o universo 
(C.V.A.) 


La ecuación universal se resuelve en R ; por 
ello, en una ecuación donde intervienen radicales 


de la forma HG) con n número par, se deben 
seguir los siguientes pasos: 


L. HG)20(Condición de existencia para el 
radical de índice par) 
II. Encontrar la solución parcial de la ecuación 


(S) 
II. El CS.=S, N(H(x)>0) para una ecuación 


donde interviene YH(x) con n, número 
impar, no existe ninguna restricción. 


Ejemplo 1 


Resolver: v43x-2 =2(x-1) 


Resolución: 
L Cálculo del C.V.A. o universo 


3x-2>08 x25 


También se debe observar que 43x-2€ R* 


>2(x-l)2008x21 
:. Eluniverso es : [ L-+0>) 


II. Elevando al cuadrado se tiene: 
(3x -2)= ((x-1) S3x-2=4x*-8x+4 
e 4 -11x+16=0 


S (x-2)(4x-3)=0 


Sx=2 y po 
4 
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Pero x€ [1;+00) 


=> El único valor que se acepta es x=2 
.. C.S.=(2) 


Ejemplo 2 
Resolver: V2x+13=Vx+3+vVx +6 
Resolución: 


L Cálculo del C.V.A. 
2x+1320 a x+3 nx+6>20 


e 2-2 AX23A5AxX2-6 


>x23 


Luego el universo [-3;+00) 


IL. Elevando al cuadrado miembro a miembro 
2x+13=x+3+x+6+ 2 Vx +3Vx +6 
S J(x+3)(x +6) =2 
1+9x+18 =4 
> +9x+14=0 
(x+2)(x+7)=0 
Sx=-2 v x=-1 
Pero x€ [-3; +00) 
=> el único valor que se acepta es x=-2 
".C.S. =[-2) 


Ejemplo 3 
Hallar el valor de “x” que verifica: 


Va+Jx + 14-Jx =4 


Resolución: 

l Como se observa la presencia de Vx, 
debemos garantizar su existencia, entonces; 
x>0 
“. El universo es [0;+00) 


CAPÍTULO IV 


Desigualdades e inecuaciones 


Il. Elevando al cubo miembro a miembro y 
teniendo presente la identidad: 
(a+b)=a?+b*+3ab(a+b) 

Se obtiene: 


144% +14-x +30/(14+ /x)[14-/x)(4)=64 
> 28 +12%/196- x =64 
e YI96-x =3 
e 196-x=27 > x= 169 
-. CS. =(169] 
2. INECUACIONES IRRACIONALES 


Una inecuación irracional en una variable 
tiene la forma: 


H(G0) es una expresión algebraica irracional 


Utilizaremos el conjunto de valores 
admisibles o universo; hecha en la 
ecuaciónirracional. 


vx, ye R¡neN;Yx +%/y 20 
Sxz0nAy>20 


Ejemplo 1 
Resolver: 44-x+Yx+2>0 


Resolución: 

Ya=x+Yx+2>20 et-x201x+2>0 
Sxs<4Ax2-2 
Se -2£xs4 


. CS. =[x6R/-2<x<4)]=[-2;4] 


4 


x, yeR: JÁx <y; si y sólo si 


(«>01y>01x<y?) 


Ejemplo 1 
Resolver: Vx+6<x 
Resolución: 


La inecuación es equivalente a resolver el 
sistema: 


x+620 rm. 0) 
o (2) 
XA oo, (3) 


De (1): x2-6 ...... (A) 
De (2): x>0 ...... (A) 
De (3): x-x-6>0 

= (x-3(x+2)>0 

> x€ (0-2) U(3;+00) 
Intersectando A¡ NAM Ay 


se tiene el C.S. = (3;+00) 


Ejemplo 1 
Resolver: Vx?-12-x>-3 


Resolución: 
42-12 x>-3 e x2-12-x>0 

e (x-4)(x+3)20 

e xe (-0-3]u[ 4; +00) 


“CS. =(—00,-3]U[ 4;+00) 
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Ejemplo 1 
Resolver: 

Vx? -3x+2>2-x 
Resolución: 


El radical nos proporciona el universo o C.VA. 
x”-3x+2>0 6 (x-2)(x-1)20 


Luego el C.VA.= (=01Ju[ 2; +00) 


Es conveniente separar en dos casos: 


Primer caso 
Si 2-x<0=x>2 


Se observa que para x>2, el segundo miembro 
es negativo, es decir, la inecuación se verifica para: 


x € (2;+00) ales lu EZ +o0)) 


e. xell) , 


-S, = (2; +00) 


Segundo caso 
Si 2-x20 
Podemos elevar al cuadrado miembro a miembro, 
entonces se tiene: 
2-x20 1 x2-3x+2>(2-x) 
So 22xAnx>2=>xEe0 
..S.=9 


Luego reuniendo las soluciones del primer y 
segundo caso. 


 C.S.=8S,US) =(2,+00) 
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Otros ejemplos 


Ejemplo 1 
Resolver: V/x-8+Wv4x-10-4/2x-4<0 


Resolución: 
La inecuación es equivalente a: 


Vx-8+v4x-10<V2x-4 ......... (a) 


Cálculo del universo 
x-820 An x-10>0 a 2x-4>0 
Ss x28Ax>210 An x>2 


= xe€[10;+0) 

Luego: C.VA. = [10;-+00) 

En (a) elevando al cuadrado, miembro a miembro 
XA-8+ X-10+2.[(x-8)(x-10)< 2% -4 

e vx”-18x+80<7 

e x?*-18x+80<49 

e (x-9)<50 

e -450<x-9<450 

e -512+9<x<542+49 ........(q) 


negro LED IMEENA a 


CS.=[10; 542 +9) 


Ejemplo 2 
Hallar el conjunto M=(xe R/ x+2<4x +8) 
Resolución: 

x+2< 8548 e (+2 <x +8 
SE E 
e x(x+2)<0 
e xel-20]=(xeR/ -2<xs0) 


-. M=[-2;0] 


CAPÍTULO IV Desigualdades e inecuaciones 
Ejemplo 3 
Resolver: 
1 Va¡beR; neN 
> Áx -1 : 
dx +1 L *Y2-b>0 e (a=0) v (a>01b>0) 
IL %/a.b<0 > a>0 Ab<0 
Resolución: 


CVA. = [0;+00) (comprobar) 
Como Vx +1>0, multiplicamos en aspa 
> (Vx+I)(Vx-1) et>x-1 


Ex<2 


* x€ (-o0;2) 


“. CS, = (02) C.V.A.=[0;2) 


Ejemplo 4 

Resolver: 
[Vx +44+2 aa 
2-4x +4 

Resolución: 

Cálculo del universo: 

Sy o 

2-4x+4 


eS x24 1 2-4/x+4>0 

S x2-4 2 dx+4<2 

SS x>-41nx+4<4 

S x24 A x<0 

pa xe | -4,0) 

Luego el universo es: U= | --4;0) 


Observemos que el segundo miembro es negativo 


vxe U, luego su C.S.=U=[-4:0) 


IL 2/a.b>0 >a-b>0 
W “*/a.b<0 Sa.b<0 


Ejemplo 1 
Resolver la ecuación: 
Yax+2(x-25)' 28 a 
A A a < 
(+1) (2x+5)' 


Resolución: 
Cálculo del universo: 


4x+2>03x>-> 


Luego U= (510) 


La inecuación es equivalente a: 
(+5)(x —-5)(Qx -8) 
(2x+5) 


Por puntos críticos 


<d0axz*-1 


PC =-5 2435 
A 93% 


=s(-5-5)0(45) Axl 


5 


> 52(-5; 3) U (4,5) 


Luego C.S.=S, NM U=(4;5) 
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EJEMPLOS DIVERSOS 


Ejemplo 1 
En R definimos la operación aOb= 
esto hallar el C.S. de : 


a-b 


(«-DO25(40.)9,<(1+2:)05 


Resolución: 


1+2x-5 
A AX — 


(1+2x)05= 2 


Reemplazando tenemos: 


S 2x-6<3-x<4x-8 

S 2x-6<3-x a 3-x<4x-8 
Sx<3 a x211/5 

* xel[11/5;3] 

. CS.=(xeR /11/5<x<3] 


Ejemplo 2 

Calcular el valor de (a—b) si se cumple: 
Li pas En ; Vxe[-1;7] 
a 8x+18 b 


Resolución: 
Por fracciones parciales: 


4+x _1[8x+18+14 | 7 
8x+18 8| 8x+18 8| 4x+9 


Luego partimos de: -1<x<7 
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; según 


S -4<4x<28 e 5<4x+9<37 


Pa E 7 j 
37 4x+9 5 


E A 
74 8 4x+9) 10 


> a=74 » b=10 


-. a-b=64 


Ejemplo 3 
Hallar los valores de “a” para los cuales es cierto 
que: 


2 
x =la+5)x +1 


VxeR:3< > 
x+x+l 


3 


Resolución: 
Como: 2+x+1>0 VxeR 
Multiplicando en aspa: 


es -3x+x+D<x?-(a+5)x+1<3x?+x +10) 


Separando y efectuando: 


o 4x-(a+2)x+4>0 a 2x7+(a+8)x+2>0 
o _—_—_—_—_——— 


Trinomio Positivo Trinomio Positivo 


> A=(a+2)?-64<0 n A=(a+8)-16<0 
> (a+10M(a-6)<0 a (a+12)(a4+4)<0 
> -l0<a<6 n -12<a<-4 

>= ae<-10;-4> 


Ejemplo 4 
Resolver: 


: si-a<-b<0 


CAPÍTULO 1V 


Resolución: 
-=a<-b<0 e a>b>0 


x+a. x+b x+a xD 
x-b x-a x-b x-a 
b?-a? 


* Gea” 

Como: a>b>0 = a?>p? 
os a-b?>0eb?-a?<0 
> (x-bMx-a)<0 

* xe<b;a> 


-. C.S.=<bja > 


Ejemplo 5 

Resolver el sistema en Z 
3y-2>2x+3 ..... 
XHY>D Oc... 
x+2y<1l.  ..... 


Resolución: 

Restando: (3)-(2): y<6..... (4) 

Multiplicando por “2” a (2) 
2x+2y>10..... (5) 

De (1) 3y-2>2x+3..... 9) 


De(5)+ (9: 5y>15 = y>3..... 


De (4) y (6) se tiene 3<y<6 como 


yeZl > y=4 v y=5 


Para y=4 
En (2): x>1 
En (3): x<3 


> x=2; (xeZ) 
Luego x=2 a y=4 
Para y=5 


En (2) x>0 
En (3) x<1 


=> 0<x<l;como xe Z 
> x=0 


“.x=2 an y=4 


Desigualdades e inecuaciones 


Ejemplo 6 
Resolver la inecuación irracional 


2x-x2>vY6x? -12x+7 
Resolución: 


Y6x?-12x+7<2x=x? 


La inecuación es equivalente al sistema 


6x7 -12x4+720 0... 09) 
Rad (2) 
AE 163) 


Resolviendo a cada una de las inecuaciones 
(1): 6x?-12x+7>0 
> 6(x-D?+1>0; VxeR 
Se observa que la inecuación (1) se verifica 
VxeR 
.S =R 


(2): 2x2>0 > x(x-2)<0 => x€<0;2> 
-. S,=<0;2> 
(3): 6-12x+7<4x%4 4 x* 
e x*-4x*-2x?4+12x-7>0 
Ss (x-D%?-2x-7)>0 
e x-2x-7>0 Vxxl 
e xe<-=w;1-2/2>U<2/2+1;+00 > 
“o Sy=<-=00;1-2/2>U<2V/2 +1; +00 > 
C.S.=5,NS,NS,=9 


Ejemplo 7 
Halle el conjunto solución de la inecuación 


irracional: 
Y2x+1< q == 2 


L— 2x+1>0 > xel-1/2;+00 > 
U=|[-1/2;-+00 > 


Resolución: 
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Il. Elevando a la sexta: Resolución: 
3x+2 Y Como: cosa=1 
Ox </ ] = La inecuación (1) se puede escribir: 
eS 32 +39 +12x<0 AVE -(42-V3)x-x? >-1 
> x(32+39x+12)<0 e V6-(42-/3)x-x?>0 
Pero: 3217+39x+12>0 VxeR 
AOS e (e 3(x+42)50 


ya que: 32>0 a A<0 


> x(32+39x+12)>0 e xel-V2:43] ........... S; 


En (2): 
=. OS. =S,MU=<0;+00> 14+x>0 1. 1-x20 > x2-1a x<l 
> xel-1;1]=U 


Ejemplo 8 Elevando al cuadrado: 

Resolver: Y/4-YVl=x -4/2-x>0 l+x+1-x+241-x? >1 
Resolución: 2V1-x?>-1. ..... se verifica Y xe U, 
La inecuación es equivalente: 2. S,=U, =[-1:1] 


IO Entonces: 
C.S.=S, N S,=[-1;1] 
L— i-x20.2-x20 4-4i-x>20 e 
x<slax<2aAx2-15 Ejemplo 10 
=> xe[-15;1]=U 
IL. Elevando m.m.a. al cuadrado. 


4-VXiox>22-x e yiox<x+2 


1/2 
eE pre 
Vx“ 5x as >x-10 


Resolver: 
esolver az 


Resolución: 
> x+2>2012n 1-x<x?+4x+4 Tenemos: 
e x2-2 A x+5x+3>0 Vx? -5x -V3x O 
9-x E 

> re [8 le S, Como no conocemos el signo de (x-10), es 

2 conveniente calcular el universo. 
Luego: Mer 

2 
E 2 5 vx?-5x- 3 

055,0 U=|-2 E L— 175x201 3x20 1 == 20 


Efectuando los dos primeros tenemos: 


Ejemplo 9 x(x-5)20 15 x>0 
Indique el conjunto de valores que verifican 


simultáneamente a las inecuaciones: 
Luego, en la tercera condición: 


Vd -(42-43)x-x? >cosT ....... 0) o 
TEA AAA (2) 9-x > 
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CAPÍTULO IV 


ls (Y? —5x +3) 5x 3x)_ y 
9-x _ 
x*-8x y dis xx-8) y 
9-x x-9 


Pero x25 v x=0 


> CAN e 28 
x-9 x-9 


e xEl89> 2... (8) 
:, Eluniverso U=(u)n(p)=[8;9>uU(0) 


VALOR ABSOLUTO 


El valor absoluto o magnitud de xeR, 
denotado por |x| es un número no negativo 
definido por la siguiente regla: 


je x x>0 
"Ax x<0 
Ejemplos: 
14[=4 |-3/=-9)=3 
N2|= /2 |-1/21 =-(-1/2)=1/2 


En realidad VxeR, x%0, el valor absoluto |x| 
es la distancia en la recta numérica entre “0” y “x”. 
p—l5!.—y 
d=5 


_ — _—__— A ---— _—_——_—_—> 
$6 p) 


0 
a E 
d=6 


Ejemplo 
Definir [x-a|; ae R 


iisála x-a 
| x-a) x-a<0 


x-a20 


x-a xza 


Ix=ale 


Para la resolución de problemas se debe tener 
en cuenta este ejercicio. 


a-=xX x<a 


Desigualdades e inecuaciones 


IL. Comola solución se encuentra en el universo, 
entonces investigamos el signo de (x-10), 


sabemos que xe [8;9 >, es decir: 
8<x<9 e -2<x-10<-1 


Osea (x-10) es negativo V xe U, porlo tanto, 


la inecuación se verifica V x€ U, entonces: 


C.S.=U=[8;9> u (0) 


Demostración: 

Por definición, cuando x>0 
Ix[=x; x>0 

Cuando x<0; |x| =-x>0 
Luego, VxeR; |x]>0 


Demostración: 
(3) Procedamos por el absurdo. 
Si x*x0= x<0 v x>0 (tricotomía) 
Si x>0; |x|=x>0 
Si x<0; |x]=-x>0 
En ambos casos |x| >0, lo cual contradice a 
la hipótesis |x|=0. 
-.x=0 


(=) x=0 > |x]=]0]=0 
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Ejemplo: 
Resolver: |x"-6x[=0 > x2-6x=0 
Ss x=0 v x=6 


TEOREMA 3 


VxeR: [x]?=x? 


Demostración 
Ix[?=1x] [lx] ....... (definición de potencia) 
Desdoblando en dos casos: 
L Si x20=  |x|P=xx=x? 
> |x]?= 
IL Si x<0 > |x=C0b6)=* 
> |x]?=x 


TEOREMA 4 


VxeR: |x|] =4x? 


Demostración: 
Ixfé=x?, vxeR 


Extrayendo f 
Ax = dx? 


Ixl= dx? (definición de radicación en R) 


¿dy FEORÉMA 5. 


VxeR: |x| =|-x| 


Demostración: 
Por definición: 


x ;x>20 
x[= 
|] Xx 5; x<0 
En =x ;-x>20 
> |x]= 
x ¡-x<0 


Redefiniendo se tiene: 


=x ¡x<0 
Lxl=+, 


Se concluye que: |x|=|-x] 


x>0 
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TEOREMA:6 


VxyeR: |xy|=]x] [y] 


Demostración: 


Partimos de (xy) = Ve? fy? 


(teorema de radicación) 


Por teorema 4: /(xyY =| xy] 


> lxy|=1|x|ly! .............. 1.q.q.d. 


Demostración (utilizando el teorema anterior) 
» ' 

Sea: ==a ES x=ay 
y 

> |x|=/ay|=la] ly] 


ES 


> la|= Pl reemplazando el valor de a 


La demostración queda para el lector. 


TEOREMA 9.493: 


VxyeR: |x+y]<]x|+]y] 
(desigualdad triangular) 


Demostración: 
ll [y] =xy 
= 2lx1ly|>2y 
e +y+2|x]|y| >x*+y?+2xy 


CAPÍTULO IV 


> lx P+Jy12+21x] ly] >x2+Y+2y 
e (lx]+ly1)> Goy? 

s Jdxl+1y1?>VGe+yY 

> |x]+y|> | +] 


“> [xy] < |x]+1y] 


ix+y[=|x]+|y] > xy>20 


[x+y]<|x]+!]y] 


TEOREMA 10 
aeR 
Ix[=a => a20 a(x=a vx=-a) 


lx[>a Sx>avx<-a 


Ix]<a S a>01-a<x<a 


Ejemplo 
Simplificar la expresión 
|6x+4]|+2/2-3x|] 
12x 
Si xe<2;3] 


Resolución: 


Para cancelar las barras partimos de la condición: 


xe (2,3] 

23 2<x<3 el2<6x<18 
S16<6x+4<22 

Vemos que: 6x+4>0 


=> |6x+4|=6x +4 


También: 
2<x<3 S-6>-3x>-9 
S-4>2-3x>-7 


S-7<2-3x<-4 


2-3x<0 
=> |2-3x]=3x-2 


Vemos que: 


Desigualdades e inecuaciones 


Reemplazando luego: 
[6x +4]+2[2-3x| 6x+4+2(3x-2) 
12x o 12x 
M2 
ME 
Ejemplo 2 


Va;b e R, demostrar que a] -|bl| <ja—b] 


Prueba 
ta = la —b+b|<ja —b! +1b] 
> la -[b|<la —b]........ 6) 
Análogamente 
lbi=¡b-a+a|<¡b-aj+!a; 


> bl -lal<|a—b, 


> -(1a; -|bi) ja —b; 
=> —la —b;Sla; —[b, .......(4*) 
De (+) y (**) se concluye: 


ljal—¡bl[<ja=b| .......L.q.q.d. 


1. ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO 
(ECUACIÓN MODULAR) 
Para resolver ecuaciones con valor absoluto 
sólo utilizar correctamente los teoremas 
mencionados anteriormente. 


Ejemplo 1 


Resolver: |5x -7|=11-—x 


Resolución: 
I5x-7|=1l-xs11-x>0 


a(5x-7=1l-x v 5x 7=x-11) 


Sxslla (x=3vx=-1) 
>Sx=3vx=-1 


. C.S.=(-1 3) 
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Ejemplo 2 
Resolver: 


[Sx — 1] =|x +12] 


Resolución: 


Bx-1]=|x+12 e (5x1) =(x+12) 


e (5x1 -(x+12) =0 


S (6x+11)(4x-13)=0 


4 
CS.= e a 
6 4 
Ejemplo 3 
Resolver: 


10(x-2) +13|x-2]=3 


Resolución: 
La ecuación es equivalente a: 


10|x 2? +13|x-2-3=0 


e (5|x-2-1)(2)x-2+3)=0 


Se observa: 
2|x-2+3>0, VxreR 


e s|lx-9-1=0 5 L-2|= 


1 1 
pS e ARE 
¿e VX== 

E 
cs.= (5; >) 
5.9 
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2. INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO 


Ejemplo 1 
Resolver: |f (o) <g(x) 


Resolución: 


L  Deladefinición g(x)>0 de la cual se obtiene 


una solución (S, ) 


IL. Como |£(x)| y g(x) son ambos no negativos 


se eleva al cuadrado 


IP <e(x) > Pl)-20)50 > 


(Ex) +8(0))(1G)=2()) 0 


De donde: — g(x) <f(x) < g(x), obteniéndose 


una solución ( S, ) 
II. La solución general: xe S, NS, 


Ejemplo 2 
Resolver: [Sx Z 2] <3x+4 


Resolución: 
L 3x+4200x2-5 Lina S, 
IL |5x-2[<3x+4 


+ -(3x+4)<5x-2<3x+4 


“S-2<8x n 2x<6 


MM. xeS ns, 


CAPÍTULO IV 

Ejemplo 3 

Resolver: 2x”-7|x]+3>0 
Resolución: 

Recuerde que x? = Lx]? 

> 2|x] -7|x]+3>0 
 (21x]-1)(lx|-3)>0 


|<; v |x[23 


09[-¿9xsp)e e (—aJu[8o) 


Desigualdades e inecuaciones 


Ejemplo 4 


Resolver: |3x —2|<|6 — x] 


Resolución: 

Elevando al cuadrado: 

[3x2 <|6-xf > (3x-2y <(6-x) 
e (3x-2) -(6-x)"<0 
e (2x+4)(4x-8)<0 
e 8(x+2)(x-2)<0 


=> xe (-2;2) 
11 
¿XxX E (0-3 ==; |U| 3;—0o CS. =(-2,2 
(=s-3]o|-553 Julsi==) (22) 
CONJUNTOS ACOTADOS 
Dado un conjunto A, distinto del vacío de Resolución: 
números reales, se define: Vemos: 
L  Acotación superior 3x-1 = x<5 
El conjunto A es acotado superiormente si 
existe un número MeR tal que: 1 1 
= <=ub=( oo 
ÑO MR >A (xeR /x57| +] 


IL Acotación inferior 
El conjunto A es acotado inferiormente si 
existe un número meR tal que: 
x2m; VxeA 


111. Conjunto acotado 
Un conjunto Á es acotado si es acotado 
superior e inferiormente. 


Los números M, m pueden pertenecerono k 
al conjunto 


Ejemplo 1 
Sea el conjunto A=(x€R /3x-1<0) 
¿Es acotado? 


=> Aes acotado sólo superiormente. 


Ejemplo 2 
Sea el conjunto A=[x€R /|x-1/<2] 


¿Es acotado? 

Resolución: 

Vemos que |x-11<2 =-2<x-1<2 
S-1<x<3 

> A=[xeR /-1<x<3)=(-1,3) 


Vemos que es acotado tanto superiormente como 
inferiormente 


-. Aes un conjunto acotado. 
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Graficando el conjunto: 


Ea 3.4 5 


Atodos los números menores o iguales a (-1) se 
les llama cotas inferiores y a los números mayores 
o iguales a 3 se les llama cotas superiores. 

Es decir, que existen infinitas cotas, tanto 
superiores como inferiores. 


Dadoun conjuntoA; ACR 
Si M, es cota superior de Á, entonces M 


es cota superiordeA WM>M.. 

Dado un conjunto A, ACR. 

Si m, es cota inferior de A, entonces m 
escotainferiordeA Vm<m:. 


Definición de supremo 
Se llama supremo del conjunto A, denotado 
por Sup(A), a la menor de las cotas superiores. 


O E cotas superiores. 
=> Sup (A)=3 
Definición de ínfimo 
Se llama ínfimo del conjunto A, denotado por 
Inf(A), a la mayor de las cotas inferiores. 
ca -3; -2; -1 (cotas inferiores) 


> Inf (A)=-1 
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Axiomas del supremo 

Todo conjunto no vacío de números reales y 
acotado superiormente tiene supremo, análoga- 
mente, todo conjunto no vacío de números reales 
y acotado inferiormente tiene ínfimo. 


Si M es una cota superior de Ay Me A, 


entonces M se llama el máximo de A. 
Si m es una cota superior de Ay me A, 
entonces m se llama el máximo de A. 


Ejemplo 1 
A=(xeR/ -5<x<3) 


Inf A= -5; Sup A= 3 
A no tiene mínimo, 3 es el máximo de A. 


Ejemplo 2 
B=([x€Z/-1<x<11] 


Inf B= -1; Sup B=10 
B tiene mínimo -1 y máximo 10. 


Aquí B=(-1 0; 1; 2; 3;...; 8; 9,10) 


Ejemplo 3 
N=(-7;3]u(10;15) 


InfN=-7 (no tiene mínimo) 
Sup N=15 (15 es también el máximo) 


Graficando 


Probiemas Pesueltos 


Problema 1 


Va,be R* demostrar 


a+b > Yap > 29b 


2 a+b 
Resolución: 
Como abeR* => Va, dbeR* de la 


relación: (Ya vb da 20 se concluye que 
a+b > 24a vb ..... (+) 


Luego multiplicamos miembro a miembro por: 


Yab , (Vab >0) 


De (*) y (**) se concluye 


a+b > Jah > 2ab 
2 a+b 


En general: MA> MG> MH 


Problema 2 
VacR*' 


1 
Demostrar: a+-—>2 
a 


Resolución: 
De la relación: (a -1)? >0 
Se tiene: a?+1> 2a 
2 1 
a+1 S > 
a a 


Como a>0 => 


Problema 3 
Si:a,b,c e R;demostrar al+b*+c? > ab+ac+bc 


Resolución: 
De la relación: (a-b)? > 0 
Se obtiene a?+b*>2ab 


Análogamente aó+c? >2ac |(+) 


bi+c? >2bc 
Sumando 


2(ad+b?+c?) > LMab+ac+bo) 


al+b?+c? > abr+ac+be 


Problema 4 
Si (a; b;c) cR*, demostrar que: 
(a+bla+c)lMb+c) > Babe 


Resolución: 

Partimos de (Va - Vb) >0 
ea+b>2V/ab, análogamente 
a+c > 2Vac 


b+c>2Vac 
Multiplicamos las desigualdades que tenemos: 


S (a + b)(a + O)(b + c) > 8abc 


Problema 5 


Si (a;b;cmn;p)oR* a —<;<E; demostrar 
a c 


m+n+p ¿ mp 
que =——— se encuentra en el intervalo —;+ 

a+b+c ac 
Resolución: 


k= de => m=ka 
Sumando 
k< E => n>kb + miembro a 


miembro 
Lara p>kc 
Cc 


m+n+p > k(a+b+c) 
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Análogamente: 


ko] 
Il 


=> p=qc 


Sumando miembro 
== n<qb 


ke] 
NA 


a miembro 


lo) 
NA 


3 m<qa 


93015 opa 


p+n+m<qla+b+c) 


+n+m 
¿PENTM 


=> 
E a+b+c 


+n+m 
Como q=? E e 
C a+tb+c Cc 


' m_Mm+n+p_P 
De (+) a (+*x*) se concluye rte 


Problema 6 

a? +b? a+b Y 
Si a, b>0 demostrar que 2 2 EE 
Resolución: 


Sabemos que: a?+b? > 2ab 

sa -ab+b?>ab 

Como: a>0 a b>0 >= a+b>0 

Multiplicando miembro a miembro por (a+b). 
(a+b)(at-ab+b*) > (a+b)ab 

>a' +b*>(a+b)ab 

Multiplicando por (3) 
3(a7+b*) > 3(a+b)ab 

a 4(a?+b*)>(a* +b)+3ab(a+b) 


e 4(a7 +b3)>(a+b)' 


al +p? E (a+bY 


2 8 
3 3 
y >) 
2 2 
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Problema 7 
VabeR*amneÑN 


ma-+nb _ m+n, A 
Demostrar que: 2 Va”. b 


Resolución: 


Sabemos que: MA > MG 
Se tiene: 


b+b+b+....+b=nb 


n- veces 
=. La media aritmética de los (m+n) números 
ma + nb 
m=+n 


es: MA = 


Análogamente: MG=""Ya” , b” 
Luego, por la propiedad se concluye que: 


mato y mean po 


m+n 
Problema 8 
Demostrar la desigualdad 
Me. , z , ias ba < . 
2 4 6 100 10 
Resolución: 
Pongamos Es En E 129 
> ÓN 101 
¡EL A 99 _100 
PU A 100 101 


2.1 23 4 5 6 9 100 
SM <=. .=.=.25+..... ; 
234556 m7 100 101 
=M? Ea E 
101 100 


Extrayendo la raíz cuadrada M< = 


11035 Oe El 


CAPÍTULO IV 


Probiema 9 


Hp E ja 
Y2 43 8 


Resolución: 


Vne R*:/n+1>Y/n 
e /n+1+W4n >24/n 


1 1 
SS a 
> Vinil < 
s /n+1-4/n)< 


Luego evaluamos: 
n=1: 24/2-D<1 
n= 2: 2443 -/2)<1/42 
n= 3: 2/4 -/3)<1/43 


1 
vn 


n=8: 2/9 - /8)< 1/48 


Sumando miembro a miembro se obtiene: 


Problema 10 


Sean a, b, c, x, y, 2, números positivos distintos. 


Tales que A +bé+c2=1 1 24yi+z?=1 
Demostrar que: ax+by+ez<1 


Resolución: 

De la relación: (a-1)%>0 

Se obtiene: a?+12>2ax 
Análogamente: b*+y? >2by 
Sumando miembro a miembro 


+z > 2cz 
abia ty c0?>2Lax+by+cz) 
(0 0 


> 2> 2ax + by + cz) 


. ax+by+cz<l 


Desigualdades e inecuaciones 


Problema 11 


Sea: x e<-2; 5]; hallar el intervalo de variación 


(2x+1 
de: [6 


Resolución: 
2x+1 2x-124+13 13 
= =2+ 
x-6 x-6 x-6 
Partimos de: -2<x<5 => -8<x-6<-1 
Como los extremos tienen el mismo signo; 


1 1 


podemos invertir: -1< 


Problema 12 


Hallar el intervalo de variación de: 
ES AXE <-5;7>;x 43 
x-3 
Resolución: 
x+1 x-3+4 4 
= =1+ 
x-3 x-3 x-3 


Luego debemos partir de: 


=5<x<7 (para formar 1+ 


4 
3) 


> 53<x<7 Se -8<x-3<4 


No se puede invertir, ya que los extremos tienen 
signos diferentes; por ello debemos separar los 
positivos y negativos. 
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=> -8<x-3<0 y 0<x-3<4 


1 1 1 1 
> —<-= Y —z>- 
x-3 8 x-3 4 
4 1 4 
<-=2 v >1 
x-3 2 x-3 
e I+ <= y tos) 
-3 2 x-3 


33) E <-w;1/2> U <2; +0> 
x-3 


Problema 13 

Sir>0 a a<b. 

Hallar la variación de gsbr ] 
l+r 

Resolución: 

Sea y = a+br ¿Y 


> TY 
l+r y- 


Como r>0 = £2>0 
y-b 


=> Y. comoa<b 


> ye <a;b> 


 fa+br 
“oder 


E <a; b> 


Problema 14 


2x 


Hallar la variación de 773 
l+x 


Resolución: 


2x 


: 3 VX ER 
+Xx 


Sea y= 


>y+y?=2x => yr? -2x+y=0 VxeR 
Respecto a “x” es una ecuación de segundo grado 
de raíces reales, entonces su discriminante no es 
negativo. 
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A=(-2*-4y.y>0« 4y?-D<0 
G+DG-D<0 e y el 1] 


ES (es) e [-1; 1 


Problema 15 
Si R<r<0, determinar la condición que debe 
cumplir el número “d” para que sea válida la 
desigualdad: 


2 2 2 
(¿AAA 
2dR 


Resolución: 
2,p2_,2 
D< AR <1 
2dR 


d? +R?-—r? d? +R?r? 
>) A —__——<l 
2dR 2dR 
de R<r<0 = R?>r? =d*+R?-r?>0 
d4+R? —r? 
2dR 
(d-R)?-r? 
KA 
2dR 


“e d<0 a» (d-R+r(d-R-r)<0 


*22dR>0 a -4<0 


e d<0 A 0 


“de <R+r;R -r> 


Problema 16 
2 | |x?-16 
Resolver: HE pois] 
x—1 x+4 
Resolución: 


Para que exista solución es condición necesaria 
que x+4>0 


DXE <-4 +0>..... (co) 


CAPÍTULO IV 


Desigualdades e inecuaciones 
A EA -==<GGI1+1+1+0+ + qq +2 y a —Eótgualdades e inecuaciones 


Luego, simplificando: 


7 | +A ||x-a| 
[x—1| A Á 


> x =|x-1||x -4] 


>x =|x?-5x +4] 
extioaxr+á=x v x2-5x+4=-x? 


>5x=4 vw 2x?-5x+4=0 
PITO 
A<0 
x= 4/5 


2-5x+4 =0 no tiene solución real 


=> El único valor es x=4/5 


CS. =(4/5) 


Problema 17 
Sean los conjuntos: 


A=[xe R/2<|x[ +|x)) 


B=xeR / |x[?+]x] < 15/4) 
Hallar AMB 


Resolución: 


Del conjunto A se tiene: |x|? +|x]-2>0 


(xH2DUx|]-D>0 => |x]-1>0 
e |[x] >1e x>1 yv x<-1 


> ÁA=<-o;-l> U <l;+00> 


Análogamente se obtiene: 


B=(- z 3) (comprobar) 


Como nos piden calcular: AMB 
Entonces: 
AnNB=<-3/2; -1> u <l;3/2> 


Problema 18 
Sabiendo que: b>0 A |x-a|<2b 


b 


Hallar la variación de 50 


Resolución: 
Ix-al <2b «e -2b<x-a-<?2b 
S b<x-a+3b<5b 


1 1 1 
5b x-a+3b b 


b 
q] 
5 x-a+3b 
b =;1> 
x-a+3b 
Problema 19 
Resolver: 
Vx +V2x-1+v/x 2x1 =/2 
Resolución: 


IL. Cálculo del universo: 
2x-1>20 a x-vV2x-1>0 
x21/2 a V2x-15Sx 
x21/2 a (x-D?>0 
=>x21/2 
-.U=[1/2; +0> 


IL. Efectuando operaciones: 
(Elevando al cuadrado) 


x+42x-1+x-v2x-1+2/(x-D? =2 


SyGx-D?=1-x 


e|x-1] =l-x 
Por definición: x-1<0 e x<1l ..... (a) 
Luego: 


C.S.=(a)n U =[1/2; 1] 
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A —  Q _ zz PEE ra 
Problema 20 


Resolver: 
(Ix-11+|x-21X(11-x]-12-x]) < 2-6 


Resolución: 

Como: — |l-x|] = |x-1] 
[2-x| = |x-2] 

= Se tiene: 


(lx-11+]x-21)(1x-1-|x-2]) < 2-6 


2 (x-D?-(x-2? <x?-6 


eS x?-2x-3>0 


e 


(x-3(+D>0 


3>xE <-— —lU [3; +00> 


CS. =<-09 —1] U [3; +00> 
Problema 21 
x-4  x 


Resolver: 1x+4] $ 4 


Resolución: 
Como: |x+4| >0 a 4>0 
Multiplicar en aspa: 


x-4 x 


<= € Ax-16<x|x+4] nxz%-4 
Ix+4] 4 


e |x+4|x>4x-16 


L 


IL 
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Si x>-4 

Se tiene: +4x>4x-16 

> x*+16>0 se verifica Vxe R 
-.S¡= <-440> 

x<-4 

Se tiene: -x-4x > 4x-16 

ex +8x-16<0 


e (x +4) -(4/2? <0 


> (x+4+442)(x+4-442) <0 
¡5 


e x+4+4/2>0 

“ x>-4-442 

Luego: 

S, =<=4> n <-4-42; +00 > 
S,=<-4-442; 4> 

:. CS.=S,US, = (-4-442;+00)-(-4] 


Problema 22 


Resolver la desigualdad: 
o PRE 
+4 x?+2 

Resolución: 

124+4>0 > |x*+4]=x24+4 

x-2 x 

< 
x4+4 x2+2 


Luego: 


(1 +2Mx-2<x(x? +4) 
Sxi+x+220; VxeR 
-.CS.=R 

Problema 23 


Halle la suma de los valores absolutos de las 
soluciones de la ecuación: |x+3|-|x-1|=x+1 


Resolución: 
Por definición de | | 


De ahí se obtiene tres zonas: 
<= ;3> U l[-31> yu [l; +0> 
Es decir: 


Aj A, Az3 
— —> 
3 1 


CAPÍTULO IV 


ENA¡: <-o; -3> 
[x+3|=-x-3;|x-1]=1-x 

> Se tiene: -x-3)-(I)=x+1 

> x=-5 

Como x=-5€ A, 

> S,=[-5)....(a) 

En A): [=3; 1> 
[x+3|=x43; |lx-1] = 1-x 

Entonces se tiene: (x+3)-(l-x)=x+1 

>x=-1 


Se observa que x=-le A, 


En Ag: [l; +0 > 
|[x+3|=x+3; Jx-1|=x-1 
Reemplazando en la ecuación: 
(+3) - (1) = x+1 
3x=3 
Como x=3e€ Az=> S¿=(3] 
Luego: C.S.= SUS, US¿=[-5;-1; 3) 


-. La suma de los valores absolutos de las 
soluciones es: 9 


Problema 24 
Resolver: |5x-4| < |3x+2]+2|x-3]| 


Resolución: 
Según el teorema: 


[Ix+y| < |x]+1y] 
Haciendo: 
5x-4 = (3x+2)+(2x-6) 
>15x-4|<|3x+2]|+]2x-6] 
3 |5x-4|</|3x+2]+2|x-3]| se verifica 
VxeR 
. ES. =R=<-00, +00 > 


Vx;yeR 


Desigualdades e inecuaciones 


Problema 25 


Hallar el conjunto A por extensión si 


A=(xeR/|x*-1] < [2+x+11) 


Resolución: 
Se tiene: 

ld-1|<x+x+1 
e|Ix-1|lxP+x+l<x0+x+1 
Como: 


+x+1>0 > |x+x+l=oxd+xsl 
e|x-1|<1 
S-1<x-l1<1l Se 0<x<2 


+. A=1[0; 2] 


Problema 26 

Resolver la inecuación: 
|x-=21-13x +11, 
|2x-1-|x+1] 


Resolución: 
Como: 

Ix2] + [3x+1]>0 

[2x-1|+/|x-1]>0 
Multiplicamos convenientemente m.a.m., se 
tiene: 
Cx-21+]3x+1)(/x-2]-[3x +1) , 
(12x-1]+]x-11)03x-1]-|x-11) 7 


(x- 2) - (3x + D? 


(Qx-1D?-(x-D? de 


(3x -2)x 


2AXE<—o -3/2] U <0; 1/4] U <213; +0o0> 


CS. =<-=3-3/2] Y <0;1/4] U <2/3;+00> 
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Problema 27 
21x+1|-3|x-2|+|x-5] > x+2 


Resolución: 
Igualamos a cero cada valor absoluto para 
encontrar los valores críticos. 

Ix+1]=0 => x=-1 

|Ix-2|=0 = x=2 

Ix-5]=0 =>x=5 
Ubicándolos en la recta numérica real. 

Aj Az Az Aa 
-1 2 5 


Se tiene cuatro zonas, trabajando en cada zona 
se tiene: 


Ap <->; =1> 
Ax +D+3(x-2)-(x-5)2x+2 
e x<-5...(a) 

S,=(a) A; =< —00;-5) 
2.S¡ =<-00;—5] 

A,: [-1;2>;analizando cada valor absoluto setiene 
Ax+D+3(x-2)-(x-5)>x+2 
>3xal..... (6) 

S, =(B) n A, =11;2> 
.S, =[1,2> 
Az: [2;5> analizando se tiene 


2Lx+D-3(x-2)-(x-5)2x+2 . 


11 
S=(Yp N As=[2;3) 
A, =[5;+%> analizando tenernos 
2(+D)-3Mar 2) + x 52 x +2 
=>x<l..... (0) 


S, =(8) NA, =9 
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Finalmente: 
C.S. = S, US, USz US, 


- CS.=<-0o;-5] u ES 
3 

Problema 28 

Resolver: 


V5(+D + DÍA 7 +12 Y8—x 
Lx +7(:-8)(x? -8)(x? -14x +48) 


Resolución: 

L Cálculo del universo o (C.V.A) 
8-x>0 an x+7>0 an x%2;x%8 
=xe<-7,8>-42;6) -.... (a) 

IL. Cancelando los factores que son positivos 


(x+5)G+ 20 -7x +12) Hs 
COCA 14 +48) 7 PA 


(+5) + 2D) 3 Mx 4) 
S———_ AAA A 2 
(8) (x-2D0d +2x +4)(x 6) 


Como (1+2x+4) > 0 VxeR queda: 


(+ 5) + 2) — 3) 4) 


CP ÓN 


Puntos críticos: 


A E E 
>xelL5;-2] u<2;3Jul4;6> .... ($) 
C.S.=(0)n(BJU[-1) 

¿0S.=[-5;-2] U <23] u [46> vl46>ul-1) 


Problema 29 


Dado el conjunto: 
1 + 
A= 1¡-/neZ 
n 


Determine si existe el supremo y el ínfimo de A y 
establecer si pertenecen o no al conjunto A, 


CAPÍTULO IV 


Resolución: 

Como A esta definido por comprensión al 
expresar por extensión es: 

Para: 


n=1= 1/n=1 
n=2  l/n=1/2 
n=3 = 1/n=1/3 


Si n>=u e ES 
n 


Luego: 
A=(1,1/2,1/3,1/4;...... ¿Un;....) 


-.Sup(A) =le A 
Inf(A)=0é€ A 


Problema 30 


Hallar el menor número “m” con la propiedad. 
7+12x-2x?<m VxeR 


Resolución: 
Primer método 


Trabajando con el primer miembro y completando 
cuadrados. 


7412x-2x*=-2(-6x+9)+25 
=252(3) (0) 
() (x-3>0=>-2x-3)<0 
=25-2Ax-3)<25..... (8) 
De (a) y (B): 
7+12x-2x?<25 VxeR 


Graficando: 


ma25 
25 26 27 


.. El menor valor de mes 25 


— 


Segundo método 
7+12x-2x?<m VxeR 


>2x?-12x-7+m>0 VxeR 


Desigualdades e inecuaciones 


Teorema del trinomio no negativo 
2>0 an A<0 


A=(-12) -ADE7+mM)<0 
8tm-7>12x12 es m-7>18 


“e m>25 


25 


-. El menor valor de m es 25 


Problema 31 


Seate la;bl a f(0D= 
Halle el menor valor de k, tal que |f(D(b-a)| < k 
si alb|]>0 


Resolución: 
De a]b]>0 se deduce que a>0 del intervalo [a,b] 


=> O<a<b 
Como a<tsb=>a*<t?<p? 


además b>a=b-a>0 


a"(b-a)<t'(b-a)<bY(b-a) 
a(b-a)<f(UV(b-a) < b'(b-a) 

(+) (4) 
>a(b-a) s |f(U(b-a)| < b(b-a) 
Como se desea el menor valor de k tal que 
IF(O(b—a)] < k 
Se trata de la menor cota superior 


-k=b*(b-a) 


No confundir el menor valor de k con el 
menor valor de | f(t)(b-a)] 
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Problema 32 L Para que el problema este definido es 
Resolver: 2|x-1| =2-2x-7 necesario que: 
Resolución: 4-x>0 a» x-220 A xÉ*0 


L — x2-2x-720 >» x?-2x+1-820 
(x-D?-8>0 > (x-D?-(2/2?>0 
Sxe<-o; 1-242] U 


x<4 an ¿3 xz0 
x 


a Si x>0ex>l>x>09x-1>0 


[14242 ; +00> ..... (a) 

x>0o(x+D(x-D>0 > x21 
IL. a.Si =>xelli4>..... (a) 

x21=  Ax-D=x?-2x-7 

=>x?-4x-5=0 > (x-5Mx+D=0 b. Six<0ex<l 

e pee ex<0s(x+D(x-D<0 
x<0de[1;1=>(+;1] 

b. Si 


=> xel-1;0>..... (B) 
x<l > Al-x)=x?-2x-7 
La solución para les (a)u(B) 


29=0 3Mx-3)=0 
Es > RS) > xel[-110> u [1;4>.... (S,) 


e lx =-3] 
1 1 
0S.=[-3;5) IL 4-x>x- > AS 
2x?-1-4 2_4x- 
Problema 33 AAA 2x 4x1) 


p x 
Sean los conjuntos: 


x 
1 Usando puntos críticos: 0 ; mp ; 1 E 
A (xeR VEZ == >0) 2 N2 0 N2 
x 
1 
B=¿xeR/ a vil 
Vx di 


Hallar A'VWB', A' es el complemento de A. 
Resolución: 


Se observa que los conjuntos A y B son iguales, 
entonces A'UB' = A', sólo será necesario resolver 


1 pelo 
x 
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CAPÍTULO Iv 


ret > Y) m1 E> 
2 2 


“¿A =xe<-o-l> U a E> 


3 
+7 :+00> 
ul 45 


Problema 34 


Resolver: 


1 AA 
—=== +4 x"-2x-4>2 
dx? -2x-4 


e indicar el complemento del conjunto (C.S.) 
Resolución: 
Se sabe que: dia es a>0r,axl 

a 


Para el problema anterior se tendrá: 


x?-2x-4>0 n x2-2x-4%1 
I 10! 


L— x2-2x+1-5>0 e(x-D?-5>0 
eS (x-1+45)1x-1-4/5)>0 


xe<o;l-43> y <l+V5;+00>... (S,) 


IL x2-2x+1:6=>(x-D?%6 


>x+1+v6 


> OS. ([<01-V5>0<1+4519>)-(1246)) 


(0.S)'=[1-45:1+ 45] y [1+4/6,1-46) 


Problema 35 
A=(la| e R/vxeR: ax*+4ax+a?>0) 


Determinar A 


Desigualdades e inecuaciones 


Resolución: 


Si ar+4ax+al>0 VxeR 


Por el teorema del trinomio positivo 


a>0 A A<0 
a>0 a (4a)-4a.a?<0 
a>0 a 4ala-16a2>0 


a>0 an a>4 >a>4 


..A=[aeR/a>4) 


Sobre la base de la ecuación: 


P +1 
x+ —=5S 
x x*-1 


Indique el valor de verdad de cada una de las 
proposiciones: 


L 


IL. 
HL. 


Si la ecuación tiene solución única ésta se 
encuentra en <0 ; 3/2] 


Admite dos soluciones reales. . 


Es inconsistente en R 


Resolución: 


a. 


Comenzaremos investigando el campo de 
existencia para la ecuación: 


x>0 540 e x>01x-1>0 
x?— 


ex>0rx>lex>!1 


Trabajando en la ecuación: 


6_x+1 


x x?-1 


P- Atl 
x | 


E 
x GeDG-D 


Al cuadrado: 


e 
x (x-—D? 


Xx 


> 61? -2x+D=x 
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e 6 -13x+6=0 


S(2x-31(3x-2)=0 


o v a 1 
> 3 como x> 


=x=3/2 solución única 


L V 
IL E 
mn. E 

Problema 37 


¿Cuál será el conjunto de números enteros no 
negativos que cumplen la desigualdad: 


[x-1]+]x] < 1-2x2? 


Resolución: 
Se busca los enteros no negativos 
>x>20 an 1-2x20 


x20 a x<l/2 
A A A 
xe[0;1/2] > x=0 


x=0 es el único entero no negativo que 
verifica la desigualdad 
Problema 38 
Resolver la inecuación: 
| 4x7 | 
8 
4 (1-4/142x) 


y dar la suma de los valores enteros de un 
conjunto solución. 


<2x+9 


Resolución: 


L  Investiguemos el campo de definición de la 
inecuación 


2x+9>0 y l*(1+2x) an 1+2x>0 


A x2-1/2 
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2 
se 73 <2x+9 


1-y/0+2 
Racionalizando: dd 0) 


4x*(1+41+2x) 
[a-/200+ 1120 


12x 


_ ACA 
4 


Sl+1+ 24 +2V/1+2x< 24 +9 
>241+2x <7 


IL. En el problema: 


<2x+9 


<2x+9 


Elevando al cuadrado ambos miembros 
4(1+2x)<49 => 8x<45 


IL. xeS, NM Sy 
=>xe<-1/2 , 45/8>-[0) 


De donde los valores enteros para x son: 
(1, 2,3, 4,5) 


. La suma es 1+24+34+4+5 = 15 


Problema 39 
Resolver el sistema de inecuaciones: 
4-14-x 
| IA 00) 
Ix|+4 


Resolución: 

L  De(2): -x>20 > x<0 > x-1<-1 
Luego se tiene: |l-x+x| > Y-x + 1>vY-x 
Es cuando al cuadrado: 1 >-x 

A x<0 


>xe<-1;0]..... (Ss) 


>x>-1 


CAPÍTULO IV Desigualdades e inecuaciones 
—_ ———_—_ _ _—_—— Q_o ___—25ualdades e inecuaciones 


IL. Utilizando (Sp) en (D De la desigualdad triangular. 
lla la+b] < Ja]+]b] 
|x|+4 
2x+4| <|3x-1l+15-x]|..... 
=l<x<0 => 0<-x<l | |<! |+| | (6) 
Sumando 4: 4<4-x<5 De (a) y (B) 
Entonces se tiene: 13x-1]+]5-x] =|2x+4] 
(a) Si x=0 se verifica la desigualdad 
(b) Si xe <-1,0> => |x]=-x Propiedad: 
En la inecuación: iS LS 
4(4-1) Taro] lal+]b] sabz0' 
El Cta ¿ts 24 TEO E 
-x+4 -x+4 


Como 4-x24 > x<-4x+16 En el problema: 


16 Gx-D(5-x)20 


De (2), (b)y (0) > (3x-D(x-5)<0 =xe [3-5] - + (S,) 
xe<-1;0]..... (Si) 


ll... Como el numerador es positivo; para que la 
lIl. La solución es x€ S¡ASy división sea positivo es necesario que su 
denominador también sea positivo. 
xe<-1; 0] |x-1]2+1>0 
Problema 40 ex -2x+1-x+1>0 
Resolver la inecuación: 
Sx-3x+2>0=(x-D(x-2>0 


¿lo 13x—1|+|x-5] 
4912 - 2 4 
[x+2| a 3xE<-w;l> U<2; +0>.,.... (S,) 


Ix-1P-x+1 e 
Luego la solución es xeS, n S, 
Resolución: 
Analizando el conjunto de valores admisibles, es 
decir el campo de existencia para la inecuación 
_13x-1]+|x-5] 
Ix+2] 


Graficando 


L 2 20 axx-2 


| >32|x+2| >13x-1+]x-5] ar x2-2 


3x-l|+|5-x| < |2x+4| ..... (o) 
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Sean a y b dos números reales; si se tiene 
las siguientes proposiciones 
1 


1 
L Si a<b A 


IL Si a>0 San 
a 


III. Si a<0 a ab<ac >c-b<0 
¿Cuáles de las proposiciones son verdaderas? 


A) Sólo II 
D) E An 


B) Sólo! C)I Al 


E) Todas 


De las siguientes proposiciones, indique la 
correcta 


A) Y2<3 
B) 10-2<v417 - 411 
0) 457+ 4/24 < /3 + /2 


D) Y11+ 4112 411-4112 >5 
E) 246>5 


Sia, b, cson números reales positivos, ¿cuál 
es el menor valor que tendrá k? 


po (tb, (+0 ¿aro 


6 
ab bc ac 
A) 6 B) 3 0) 2 
D 8 E) 10 


Para que valores de “m” el trinomio 
(m-2x2+(4m-6)x+5m-6 es positivo Vx € R 


A) <3;+0> B) <3;5> 
C) <2;3> 
D) <2;+00> E) <-> ;2> 


Determine cuántos valores enteros de k 
satisfacen la siguiente inecuación para que 
se verifique para todo x real 


x2-v/k-3x+5>0 


A) 18 B) 19 


D) 22 


C) 21 
E) 20 


Encuentre el conjunto solución de: 


xb a 
<— ; si0b<a<b 
x-a b 
A) <0;a+b> B) <a;a+b> 
C) <a;b> 
D) <b;a+b> E)<a —b;a+b> 
Resuelva: 


(3x+ Dx DS a DY Ax) < 0 
A) [5;4] 
B) <->;-5] U [-1/3;4] u (-2) 
O [5;-1/3] u [4;+0> u (2) 
D) >; -1/3] U [4; +9> u (2) 
E) 1/3 ;4] u (-2) 
Resuelva: x(2x+1)(x-2)(2x-3)>63 


Indique el producto de valores enteros 
negativos mayores que -5 


A) 6 
D) -24 


B) 6 C) 24 


E) 12 


Resuelva: *+2x-1<0 eindique un intervalo. 


A) <-=;-1> B) co 1) 
G) E CN 
2 
1+45 
D) <-1; Ea, E) R 


CAPÍTULO IV 


UN 


11. 


12. 


13. 


mM. 


Si la expresión: E ECOS 
x-1 x+l x*-1 


es una cantidad no negativa, calcule el 
intervalo al cual pertenece “x”. 


A) <-<3-2] uy <-1;1> U <3;+0> 
B) <—03-2] y <-1;1> U [3;+00 > 
CO) <=0-2] y <-1;1> 

D) <==3,-2] U <-13> — (1) 

E [21 u <l;3> 


Luego de resolver: 


x?-2x+3 

x-4x+3 
Indique el valor que no es solución de la 
desigualdad. 


A) 0,4567  B) 5,9876  C) 1,6002 
D) -3,0251 E) 2,0012 
x=1996(1+2+.....+1997) 
y=1997(1+2+.....+1996) 

Entonces: 

A) x<y-1  B) y<x O) x<y-2 
D) x< y-2 E) x=y+1/2 


Halle: (a-b)?+c si se sabe que el intervalo 
solución de: 


2 
ax +(a+b)x+c o es [52)o [25] 
5x2 4+2x+1 2 2 


A) 576 B) 591 C) 39 
D) 490 E) 390 
Resolver: 


3x2+7x-6 _3x?+16x-12 
-x-6 x?-4x-12 


15. 


16. 


Y7. 


18. 


Desigualdades e inecuaciones 


A) <-=05-2>U<2/3;3> 
B) <-=;-2>U<6;+00 > 
O) <-2:6> 
D) <2/3;3>U<6;+00 > 
E) <2/3;3> 


El C.S. de la inecuación: 
(+20 x-9) 
(2-xY 
Tiene la forma: <a;b> U <b;c> U <cjd> 
Halle a+b+c+d+ Y2 


<0 


A) 11 
D) 9 


B) 13 Cc) 10 


E) 8 


Para qué valores enteros no se verifica la 
inecuación: 
1, 2t+1 4 
t t 
A) 0;1 
B) 0;1;2 
C) Sólo para t=0 
D) Sólo para t=1 
E) Sólo para t=-1 


Dado el conjunto: 
A= [xe N/Qé -2x*-10x +4x?+16x) 1 >0) 
Halle AC (complemento de A) 


A) (15234) B) (2:34 0) (34 
D) (4) E) 1(0;1;2:3;4) 
Resuelva en Z* 

5x-3y>2 

2x+y<11 

YA cidad 

Indique yx? + y? 
A) 2 B) 4 O 5 
D) 3 E) 1 
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19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
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Si (o; Yo) es la solución particular del 
sistema. 

x+1<2x-3y-1 

8+y+5x>1+6x 


Donde (Xp; Yo) <Z* , determine Xp +yo 


A) 6 
D) 15 


B) 9 CO) 5 


E) 8 


Resuelva el sistema de inecuaciones: 


60-3x> 0 09) 
12-256< 0 (2) 
A) <1l0;20] B) <10;16] C) <10;20> 
D) <-16;20] E) -(16;16] 


Resuelva el sistema, sabiendo que 


boy aZ”. 
A E (D 
2x4y+Hz< lA oocacccicicnon (2) 

x+3y<15 


y>3 
Calcule x+y+z 
A) 7 B) 5 O 14 
D) 12 E) 11 
Resuelva: 

Vx 2+43=x > YV/2 

e indique la solución. 
A) 2/5 B) 5/2 C) 3/4 
D) 1/2 E) 4/3 


Luego de resolver: 
Gc+D Ge 2D a + 3) 4 
Yx-1Í9-x Yx 
Se obtuvo como C.S.=<a;b> 
Calcule (a+b) 


>0 


A) 13 
DO 


B) 15 C) 20 


E) 5 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


Resuelva: Yx+7-v/x-1>2 


El número de soluciones enteras es: 


A) 1 
D) 4 


B) 2 O 3 


E 5 

Si a es el mayor valor entero que satisface 
la desigualdad: Yx+2>x 

El valor de *+Y5-a es: 


A) 1 B) Y2 


D) 1/2 


O 42/2 
E) 2 


Resuelva las siguientes inecuaciones: 


L— yJ4x+7>x+2 
IL. 43x+7-yvx-2>3 


Sabiendo que n21 4 ne N 
Resuelva: 


4n+l 4n+3 
lgr2xx? torrox ox? st 


A) <-2;-1>U<l4> 
B) <-2;-4>U<6;+00> 
C) <-1:1>U<4;6> 
D) <-2;1>U<4;6> 


E) <-0;-4>u<-1;1> 


Dados: 


A=4[xER/V2x-3-vY2-x >0) 
B=lxeR//x/2x+3 <1) 

Halle AMB 

A <u2> Br (02:48) 0) (52) 


D) [3;2+4/6) E) 9 


CAPÍTULO IV 


29. 


30. 


31. 


32. 


Resuelva: 

Vx?-2x-15>x+1 
A) <-0;-3] B) <-0o;-1] 
O [3-1] 
D) [-3; +9 > E) [-1+e > 
Resuelva: 


Y127-x Vx? -14x -15(x-2D Vx +8(x - Y. 
Yx +90 +7x-8)0-27 04-20 7 


A) El¡l>u[15;27>U(2) 
B) <-1:1>U<27;+w >uUu 12) 
C) <-<;-1]u<1;27 > 

D) <-<;-1]u<15;27 > 

E) E-1¡1>U<3;27>U12) 


Dado el conjunto: 


A=lxeR/V2x +x+1<1) 


Halle el complemento de A. 


A) <0;1/2> B) [0;1/2] 
(0) <-0lu| Lita) 
D) <-«%0] E) ES 


Establezca el valor de verdad de cada una 
de las proposiciones: 


IL Si l2x-11<|x+3| => xe (24) 


mL si pol 
x+2 


>2> xe<-3;-1> a) 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


Desigualdades e inecuaciones 


A) VVV 
D) FFV 


B) VFF 


C) FVF 
E) FVV 


Exprese el siguiente conjunto: 


= ¿E /vata1<2) 


usando intervalos. 


A) <-1:5> B) <0;25/26> 
C) <1;25> 
D) lo e) E) 05) 
"26 "25 
Halle el menor número M, tal que: 
Llame 13] 
x+2 22 
A) 1/7 B) 3/5 O 7 
D) 5 E 3 
Halle el menor valor de k si: 
E O sixel[-1;5] 
x+7x+8 
A) 1 B) 2/17 C) 17/2 
D) 2 E) 4 
Resuelva: |x|+|l-x|<1 
A) [0;1] B) [-1;1] C) <-1:1> 
D) <-<;1] E) <-0o;0> 
Resuelva: 
[3x1] +2x 
[x+1]-3x 7 
A) <-0«;1/3> B) <1/2;1> 
1.1 
O (55 
al 
D) [0;1/2> E) <-0;1/2> 
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38. 


39. 


40. 


41. 


42. 
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Halle la suma de las soluciones de la 
ecuación: |x|+x%=0 


A) -1 B) 0 O 1 
D) -2 E) 3 
Resuelva la ecuación: 
|4-8x|=|x-]2x+1|| 
A) 0 B) (5/7) O) (1/5) 
D) 62) E) 252) 
73 3711 


Resuelva la ecuación y dé:como respuesta 
la suma de sus soluciones. 


Ix-2|+|7-3x] =/8-x] 


A) 17/5 
D) 4/3 


B) 1/3 C) 56/15 


E) 12/15 


Halle el conjunto solución de: 
p2-31+2 < |lxé-1] 


A) [-43;-1Ju[1 43] 
B) <1l;3> 

C) R 

D) 6 


E) (==;-43]u[V3;+0>) 


Resuelva: 
x+l 


=|x-1] 
<0 
2x-1-x? 


A) (1-42;:1+42) 

B) (-/2:42)-0) 

O) (1-42:14+42)-10 
D) [-1-42;14+4/2]-41) 
E) 0 


43. 


45. 


46. 


Resuelva el sistema: 


D) Ya<x<Y 
0 E CO Pi a 
2 4 27 2 V4 27 2 


Resuelva el sistema: 

Pa CE TA (1 
x+b_x-a 
> 
x—b x+a 
Si -c<b<-a<-1 


A) xe<-1;0> B) xeR*' 
C) xeR-(1) 
D) xe<0;1> E) xE<l;+00 > 


Halle los valores de r, donde re R , para los 
cuales el polinomio: 

PO) =(1-1D)Gx+x+2)x+1 es positivo 
VxeR 


A) rel2;+0> B) re l[l¡+0> 


C) re<-l+0> 


D) re <l;+00 > E) re<0;1> 


Determine para que valores de k, el polinomio: 
Poy) =ky?+ (+ y) +2x+2 


siempre es no negativo para cualquier valor 
real de xe y. 


A) <-0o;-2> B) <-2+00> 
CO) [l¡+oo> 
D) <-=;-1> E) <-1;1> 


CAPÍTULO IV 


47. 


49. 


Si. 


De los conjuntos: 
A=s[xeN/xe<5;+00>=>= xe [-5; +00 >] 
B= [xe N/xg [-6;6] e xel2;81) 

Halle AMB 


A) 13 B) 14 Cc) 10 
D) 6 E) 16 


Luego de resolver: 


Vx-8+v4x-10-/2x-4<0 
Dé corno respuesta el máximo entero de la 
suma de extremos finitos del intervalo solución: 


A) 26 B) 14 O 18 
D) 17 E) 1542 


Resuelva: Y312x-1>-x 

1 1 
A) x>412 B) x>= C) x2 
) x 12 ) x 2 ) Xx Y6 
E) xeR 


1 
D) 0 


Luego de resolver la inecuación: 


Y/2x -V=x +42x+1>vV5x 


A) (0;2) B) <0;1] 0) (31] 


Ens 


Señale el máximo valor de n, ne N, que 
cumpla: 


1.2 3 n 5039 

dt ts ION < 
21 31 41 (n+D! 5040 
A) 4 B) 5 O 6 
D 7 E) 8 


Desigualdades e inecuaciones 


Resuelva: 


y 2_ — 
Vx 6x dx > 


8-x 
A) xel[7;8>uU10) 
B) xe Lalo) 
C) xe<0;1>U[2;4> 


D) xe[-37] 
E) xe|—,; ) 


Resuelva: 


A) x€ <-2;2> 
CO) xe [-2;2> 
D) xe [-2;2] 


B) xe <-2;2] 
E) x€ <-2;3> 


Luego de resolver: 


en los naturales, señale la suma de soluciones: 


A) 3 B) 4 O 6 
D) 5 E) 10 


Resolver el sistema: 


92x-1 < o 


JS 


A) (=>;2) 1 (3,4) B) (-005) 
C) (0;+00) 
D) (4;8) E) (-<0;0) 


CAPÍTULO 


Un maestro de grandes figuras 


David Hilbert, desde su puesto de catedrático 
de matemáticas en Góttingen, Alemania, influyó 
en el mundo de las matemáticas. Su obra 
abarcó los problemas de dos siglos, variando 
desde el álgebra del siglo XIX a la lógica 
moderna y la física matemática. Entre sus 
estudiantes se encontraban algunos de los que 
posteriormente iban a ser importantes figuras, 
tales como Enrico Fermi, Robert Oppenheimer y 
John Von Neumann. Hilbert creía que todas las 
ideas matemáticas eventualmente encajaban 
“armoniosamente”. Sostenía que todo 
problema matemático puede “liquidarse” “o bien 
en forma de respuesta... o demostrando la 
imposibilidad de su solución”. 


| ú donde k>0 


Funciones 


»>aAc Sommer 


El uso de las coordenadas 


Mediante el uso de coordenadas, podemos desplasarnos por lugares de interés, dentro de un 
plano de una ciudad de interés. Partiendo de la plaza central de coordenadas (0;0); usted puede ir 
a cualquier lugar que le agrade, desde el Colegio “Braulio” hasta el mercado. Cada una tiene una 
dirección única, indicada por un par ordenado; lo cual nos indicará las distancias entre dos puntos, 


por ejemplo: 


dije = 512) +5 (5) =/389 


Funciones 


FEE 


UA ¿dómétricamente los polinomios en R. 


INTRODUCCIÓN 


Uno de los conceptos más importantes del análisis es el concepto de función, , CUYO origen e invento 


aún no ha sido aclarado. Se presume que en forma paralela Newton y Leibniz dieron las primeras pautas, 
aunque su uso no formalizado viene desde mucho antes, enriqueciendo el estudio del análisis matemático. 


Eudoxo de Cnido (408-355 a.C.), las demostraciones por exhautivas (método de aproximación al 
infinito). 
Arquímedes (287-322 a.C.), determinación de las tangentes a las espirales. 
Francois Viete (1 540-1 603), expresa que el producto infinito. 
T T T 

E adn EE dante ES 
Blaise Pascal (1 623-1 662), tratado de los senos del cuarto de círculo, utilizó la semejanza de 
triángulos rectángulos. 
Pierre de Fermat (1 601-1 655) para tratar los problemas de mínimos y máximos, cuyo método fue 
recogido por Barrow (1630-1677), el maestro de Newton. 
Wallis (1616-1703), inició el cálculo de las series inifinitas. En 1655 demostró: 


T 2x4x6.....(2n)..... 4 ] . a 
7] = BR Den, (2n- Do. fn+D +D cuando n tiende hacia el infinito. 


Neper (1550-1617), inventor de los logaritmos. 
Isaac Newton (1642-1727), creador del cálculo infinitesimal, definió la noción de infinitamente 
pequeño (los momentos) las notaciones de Newton fueron menos cómodas que las de Leibniz. 
Gottfriedw Leibniz (1646-1716), creador independientemente de Newton del Cálculo Infinitesimal. 
De Leibniz a Euler (de 1624 a 1740 aprox.), el desarrollo del cálculo infinitesimal durante este 
periodo concierne a: 
l. Las cuestiones relativas a las series infinitas: 

— Brook Taylor (1685-1731) demostró que una función en una variable puede ponerse en forma 

de serie. 
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- Abraham de Moivre (1667-1754), Colin Maclaurin (1698-1745), Jean y Jacques Bernoulli (1667 
1748) y (1654-1705) desarrollaron el cálculo exponencial. 


La resolución de las ecuaciones diferenciales por L'Hospital (1661-1701), Varignon (1654-1722) 
y Ricati (1676-1754). 


— En la segunda mitad del siglo XVII 
Es la época en que se desarrolla la teoría de las funciones: estudio de las Variaciones de las 
funciones, Cálculo de diferenciales y de integrales relativas a ciertas funciones. 
La obra más vasta de esta época es la de Euler (1707-1783), quien utilizó el cálculo infinitesimal para 
estudiar las funciones que fueron divididas por él, en funciones algebraicas y funciones trascendentes. 


— En la primera mitad del siglo IX 
La teoría de las funciones elípticas por Legendre (1752-1830), Carl Jacobi (1804-1951), 
Niels Henrik Abel (1802-1829), Teoría de las funciones analíticas por Lagrange (1736-1813) 
y de las Funciones de una variable compleja (Euler, D'Lambert, Lagrange, pero sobre todo 
K, Gauss (1777-1855), las series trigonométricas (Courier, Gauss) y, en particular, problemas 
de la continuidad de las funciones, tratado de manera especial por Cauchy (1789-1857) 


— En la segunda mitad del siglo XIX 

El punto de partida de los trabajos de este periodo son las obras de Gauss y de Cauchy, sobre la 
continuidad, sobre la integración de ciertas funciones, etc. Riemann (1826-1866) y Weierstrass 
(1815-1897) repasan sistemáticamente todos los sectores del análisis y construyen la teoría de 
las funciones de variables reales, que conducen al estudio de las discontinuidades de las 
funciones y a una nueva definición de la idea de integral, el estudio de los números reales por 
Dedekind (1831-1916), Georg Cantor (1845-1918) crea la teoría de los conjuntos, mientras que 
los trabajos de Henri Poincaré (1854-1912) permiten poner punto final al Análisis Clásico. 


— En el siglo XX 
Está marcado por la gran querella axiomática y los esfuerzos de las matematicas para elaborar 
la noción de transfinito, pieza fundamental del Análisis Moderno, cuyo renovador fue Henri 
Lebisque (1875-1941), éste introdujo una nueva noción de integral que sustituyó la noción 
clásica de Rieman;, la teoría moderna de las funciones de variables reales (Baire, Lebisque, 
Borel) descansa en la noción de conjunto y alcanza los problemas del Análisis Funcional 
(Volterra, Hadamard) y los trabajos de las escuelas polacas y soviéticas (Lusin, Sierpinski, 
etc.) La exposición sistemática y axiomática del Análisis ha sido recogida, en sus líneas 
generales, por los matemáticos de la escuela Nicolás Bourbaki. 
1904, el alemán David Hilbert (1862-1943) emprende sus trabajos sobre los fundamentos de 
la geometría. 
1908, Hernán Minkowski (1869-1909) introduce el concepto de espacio-tiempo 
tetradimensional (interpretación geométrica de la relatividad restringida). 
1931, Kurt Gódel (1906-1978) trabajó sobre Lógica matemática; Henry Cartan, sobre las 
funciones analíticas de variable compleja. 
1933. Andrei Kolmorov (1903-1987) axiomatización del cálculo de probabilidades. 
1944, Eilinberg crea la topología algebraica. 
1960, Abran Robinson (1918-1974) elabora la teoría del Análisis no estándar (no utiliza en el 
cálculo de límites las técnicas con e y 8). 
1975. Benoit Mandelbrot (1924) introduce el concepto de objetos fractales. 
Los aportes más significativos del análisis, secuencialmente, tienen sus aplicaciones en otras 
ciencias como la Física, Química, Biología, desarrollando la ingeniería genética y la robótica, 
estaciones espaciales, etc. 


CAPÍTULO V 


Funciones 


A 5 A —_—— 


DEFINICIONES PRELIMINARES - 


CONJUNTOS 
La teoría de los conjuntos fue creada por el 
matemático ruso George Cantor, entre 1872 y 
1 895, para resolver ciertas dificultades relativas a 
la teoría de las funciones y los desarrollos del 
análisis. En la actualidad, esta teoría constituye la 
base de las matemáticas modernas. 
El concepto de conjunto, dado por G. Cantor “una 
agrupación de un todo de objetos muy distintos 
de nuestra intuición o de nuestro pensamiento” 
es para las matemáticas actuales demasiado vaga 
e insuficiente. Un conjunto es una lista o 
colección de objetos bien definidos, es decir, de 
ciertas características comunes. 
Un conjunto está formado por elementos 
susceptibles a poseer ciertas características 
(propiedades) y de tener, entre ellos o con 
elementos de otros conjuntos, ciertas relaciones. 
Veamos algunos ejemplos simples: 
+  Laspáginas de este texto forman un conjunto. 
+ Los múltiplos de 5 mayores que 19 y menores 
que 47 forman un conjunto. 
+ Los puntos de un segmento forman un 
conjunto. 
Los objetos que forman el conjunto se llaman 
elementos. 


Notación: A=fa;b;c;d;ej 

El conjunto A está formado por las letras a; b;c;d;e. 
a es un elemento de A, que, matemáticamente, 
se expresa “a pertenecea A” ac A (e : pertenece) 
Los conjuntos se denotan por comprensión 
(mediante alguna característica) o por extensión 
(mencionando cada uno de sus elementos). 
A=(x: x es un número entero par, menor de 17) 
por comprensión. 

A=142; 4; 6; 8; 10; 12; 14; 16) por extensión. 


+ Dos conjuntos son iguales, denotado por 
A=B, si constan de los mismos elementos, 
esto es, si todo elemento de A es elemento 
de B y todo elemento de B es elemento de A. 
La negación de A=B es Az B. 


+ Los conjuntos pueden ser finitos o infinitos 
dependiendo de la cantidad finita o infinita 
de elementos, en particular si tiene un solo 
elemento se llama “conjunto unitario”. 


Subconjuntos y superconjuntos 

Se dice que un conjunto A es subconjunto de 
Boun conjunto B es superconjunto de A denotado 
por: 

ACB: A está contenido en B. 

B2A: B contiene aA. 


Ejemplo: 

A=(2;4;6;8) 

B=(1;2;3;4;5;6;7;8;9) 

Vemos que todo elemento de A es elemento de 
B, entonces se denota ACB o se dice también 
que A es un subconjunto de B. 


Igualdad de conjuntos 

Dos conjuntos A y B son iguales si y sólo si 
ACByB€A. 
Cuando ACB ABzxA se dice que A es un 
subconjunto propio de B. 


“+ TEOREMA 


Sean A, B y C conjuntos cualesquiera se 
cumple: 


Il ACÁ 
II SIACBABCA => 
ll. SI AEBABEC => 


Conjunto vacío 
Es aquel conjunto que no contiene ningún 


elernento y se representa por 6 ó (). 
Ejemplo: A=(xe R/+16<0) 


Conjunto universo 


Es el conjunto más amplio donde se discuten 
otros subconjuntos. 
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Álgebra 


Ejemplo: 

A=(1; 2; 3; 4) 

B=(2; 4) 

C=(1; 3) 

El conjunto A es el universo de B y C. Al conjunto 
universo se le denota por U. Los diagramas de este 
género llevan el nombre de diagramas de Venn. 


O 


Operaciones entre conjuntos 


A xeA 


ACB = xeB 
BcU= xeU 


1. Unión de conjuntos 
La unión de dos conjuntos A y B, denotado 
por Au B, es el conjunto de todos los 
elementos que pertenecen al conjunto A o al 
conjunto B o a ambos, es decir: 


AUB 
Ejemplo: 
A=13;4,7) 
B=(1;3;5;7; 15) 
=> AuB=(1;3;4;5;7; 15) 


2. Intersección 
La intersección de dos conjuntos A y B, 
denotado por AN B, es el conjunto de los 
elementos comunes a A y a B, de no tener 
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elementos comunes la intersección será el 
conjunto vacío y estos conjuntos con esta 
última condición son llamados disjuntos. 


ARB=1xcU/EÁA xeB) 
SIANB+*0 > A y B son disjuntos. 


Ho 


M N 


MAN=g, entonces 
M y N son disjuntos 


Diferencia 
Diferencia de A y B, denotado A-B, llamado 
también el complemento de B, respecto al 
conjunto A, es el conjunto de los elementos 
de A que no pertenecen a B. 


mE 
É 


AM(B-A) = 0 
AMn(A-B) = A-B 


Ejemplo: 

A=(3; 5; 7; 15; 24) 
B=(1; 2; 3; 8; 15; 23) 
A-B=(5; 7; 24) 
B-A=141; 2; 8; 23) 


Complemento de A 

El complemento del conjunto A, denotado 
por A, es el conjunto de los elementos que 
pertenecen a cierto universo, pero no 
pertenecen al conjunto A. 


(AFlrcUREA) ) 


CAPÍTULO V 


Funciones 


E TEOREMA. 
Los conjuntos verifican las siguientes 
leyes enunciadas: 

»  Leyesdeidempotencia 
AUA=A AMA=A 
Leyes asociativas 
(AUB)UC =AU(BUC) 
(AABIAC=AM(BAC) 
Leyes conmutativas 
AUB=BUA 
AMB=BDNA 


Leyes distributivas 


AU(BAC)=(AUB)IMAUC) 
ArMBuUO)=(ANB)U(ANC) 
Leyes de identidad 
AU9=A AUU =U 
ANU=A ACo=04 
Leyes de complemento 
ACVA“=U ANA =4 
(AJC=A  Ul=p9 

$ =U 
Leyes de De Morgan 
(AUB)J =AC ABC 
(AMB) =ACUBC 


Ejemplo 1 

Sean: U=(1;2;3;...;8); A=(1;2;3) 
B=13, 45,7 C=43;5;8) 

Halle: 

LAS M(AACO)I IMB-C IV(AUB)I 


Resolución: 

L A=41,2,3) > A“=(4,5; 6; 7,8) 

Il. AnC=(3) >= (AN O=141; 2; 4; 5; 6; 7; 8) 
IL. B-C=(4;7) 

IV. AuB=(1;2;3;4;5;7) > (Au B)"=(6; 8) 


Ejemplo 2 
Demuestre que (A-B)n B= 04 


Resolución: 
Por definición: Sea xe (A-B)n B 
=> Axe (A-B) A xe B) 
> (xeAnaxeBa xeB) 
> lxeAnxeBl a xe B) 
ixeA a xe (Bn By 
[xeA a xe q) 
(xec (AN) => [xe0)=0 


Ejemplo 3 
Demuestre que B-A=BnN Al 


Resolución: 
Por igualdad de conjuntos B-A=Bn A 
És B-ACBhNAl A BNASCB-A 
>| Sea xe (B-A) > xeBaxeA 
=xeBaxeA => xeBnAl 
> (B-A)JCBOA cncincaicinnanonnanas (a) 
+] Sea xeBNA > xeB an xeAl 
>xEeBAXEA > xe (B-A) 
=> BMACC(B-A) cnnnicaninianiniónnnss (p) 
De (a) y (B): B-A=BNA” 


Ejemplo 4 (Para el lector) 
Demuestre que AcB + ANB=A 


Conjunto producto 

Dados dos conjuntos A y B, se llama conjunto 
producto o producto cartesiano de A y B, 
denotado por A x B, al conjunto de todos los pares 
ordenados (a, b), donde as A y be B. 


AxB=4Todos (a; b/ae ds beB)| 


El conjunto producto de un conjunto A por si 
mismo, es decir, Ax A, se denota por A?, 


Ejemplo: 

A=145; 6; 7); B=(m; n) 

Ax B=(6;m;(5:m0);(6;m);(6,0),(7,),(7;n)+ 
Bx A=1((m;5);(m;6);(m;7);(1,5),(0:6),(n,7)) 


4 5 ES . 
Sabiendo que: ¡ (a;b)= a=m-Ab=n | 
Se observa AxBx+BxA 
El producto se puede realizar de diferentes 
maneras, las más importantes son: 


1. Por diagrama de Venn 
A=45;6;7); B=4m; n) 


Ax B=((5,m);(5;0);(6:m),(6:),7¡1),7;m+ 
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2. Diagrama cartesiano o plano cartesiano 
En honor a Renné Descartes, creador de la 
geometría analítica. 


Ax B=((5;:m);(5;n);(6;:m);(6;0);(73m);¡(7,0)) 


3. Diagrama del árbol 


Ax B=((5;m);(5;n);(6;m);(6;0);(7,m);(70)+ 


Cardinal 

Dado un conjunto de “n” elementos, a “n” se 
llama el cardinal del conjunto. 
Si el conjunto es vacío, su cardinal es cero. 


Ejemplo: 
Sea A=(3; 5; 17; 43; /5; 9) tiene 6 elementos, 
entonces su cardinal es 6 (Card(A)=6). 


Sean los conjuntos A y B de m y n 


elementos respectivamente, entonces 
AXB y BxÁ tienen el mismo cardinal mxn . 


Ejemplo: 
Si  A=(3;4;2) 
B=(1; 4; 0;3) 


Entonces, Ax B tendrá 3x 4=12 elementos, es 
decir, 12 pares ordenados. 


Si uno de los conjuntos o ambos tienen infinitos 
elementos, su cardinal es infinito. 
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Ejemplo 1 

Sean los conjuntos: 
A=(xe R/1<x<3) 
B=(x€R /x=2) 

Halle Ax B. 


Resolución: 
AxB=((a;b/l<a<3 a b=2) 
Usando el diagrama cartesiano: 


BA 

=> 

Ali red 

e A 3 
Ejemplo 2 


Sean los conjuntos 
A=1xe€ R/-3< x<3) 
B=(xe R/0<x<2) 

Halle: 
ajAxB 
b)BxA 


Resolución: 
a) AxB=([(ajb/-3<a<3 n 0<b<2) 


CAPÍTULO V 


Funciones 


RELACIONES 


En la Matemática actual, las relaciones es un 
tema de fundamental importancia, mediante ella 
se puede vincular elementos de dos conjuntos A 
y B. 


Definición 

Una relación R, del conjunto A al conjunto B, es 
todo subconjunto del producto cartesiano Ax B; 
es decir, Res una relación de AaB «+ RcAxB. 


R 
Se denota: R:A>B o AB 


Ejemplo 1 

Sean los conjuntos: 
A=13; 2;5;7) 
B=(1;2;5;15) 

Algunas relaciones de A a B son: 
R/=168,0,0:2),65,15)) 
RABSIADES 
R/=1686,0,6865,6;15)(5,0;,65;2)) 


Se pueden tener muchas otras relaciones. 


Si A tiene n elementos, entonces existen 2” | 
subconjuntos contenidos enA. 


Ejemplo 2 

¿Cuántas relaciones de A a B se pueden formar si: 
A=43;5,7, 15) 
B=(a; b; c) 


Resolución: 

Como A tiene 4 elementos y B tiene 3 elementos, 
entonces, Ax Btiene 4x 3, es decir, 12 elementos; 
en consecuencia, Ax B tendrá 2? subconjuntos, 
lo mismo que 2** relaciones. 


De la definición de una relación R del conjunto A 
al conjunto B, R: A B, el conjunto A se llama 
conjunto de partida y el conjunto B de llegada. 


A 
conjunto conjunto 
de partida de llegada 


i 


| 


A. ts e rara 


Ejemplo 1 

Sean los conjuntos: 
A=(2;3;4,5;7) 
B=(1;2;3; 4) 

Se tiene una relación de Aa B. 


conjunto 
de partida 


conjunto 
de llegada 


R=(6:3,44),6;23,G;D) 


Ejemplo 2 
Sean los conjuntos: 
A=(xe R /x es un múltiplo de 5) 
B=(x€ R /x es un número par) 
Se tendrá una relación de A a B. 
R=1(0;0):(5;2):(10;8);(15;4);(20;2)) 


conjunto 
de partida 


conjunto 
de llegada 
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Relación binaria 

Dados A y B conjuntos no vacíos, una relación 
R es cualquier subconjunto de AxB que de 
manera particular si A=B, R se llama “relación 
binaria”. 


DOMINIO Y RANGO DE UNA RELACIÓN 
Sean los conjuntos: 
A=11; 2; 3; 4; 5; 7; 15; 20) 
B=1(-1;3; 5; 7; 21; 405 
Definimos una relación: 
R=(0:-0;0:5;(7:20,(7,5) 
En el diagrama de Venn 


Alos elementos del primer conjunto, que definen 
a la relación R, se llaman elementos del dominio 
y a los elementos del segundo conjunto que 
definen la relación R se les llama elementos del 
rango. 
Los elementos del dominio son 1; 2; 7 y los 
elementos del rango son —1; 5; 21 de donde 
definimos el dominio y el rango de una relacion, 
así: 
sean A y B conjuntos no vacíos y REAXB una 
relación del conjunto A al conjunto B. 
R=((ajbD)/ae A a be B) 


Dominio de una relación 

El dominio de una relación es el conjunto de todas 
las primeras componentes de los pares ordenados 
que definen a la relación. 


Notación: Dom R= dominio de R 


Dom R= asMa; be Ry, j 


En el ejemplo anterior: 
Dom R=(1; 2; 7) 
De donde: Dom RCA 
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Rango de una relación 

El rango de la relación, llamado también 
imagen del dominio o conjunto de imágenes de 
los elementos del dominio, es el conjunto de las 
segundas componentes de los pares ordenados 
que definen a la relación. 


Notación: Rang R=rango de la relación 


DS NS EN 


[ RangR= (beB/(a; b)eR)] 


Ejemplo 1 
Sean los conjuntos 
A=(1; 2; 3; 4; 5; 6) 
B=(1; 4; 9; 16; 25; 36; 49) 
R=((yYy=0x+D% 
Halle su dominio y su rango. 


Resolución: 


De donde: Dom R=(1; 2; 3) 
Rang R=(9; 25; 49) 


GRÁFICA DE UNA RELACIÓN 
Es la representación geométrica de los pares 
ordenados que definen a la relación en el plano 
cartesiano. 
Sean x; y dos conjuntos, la relación 
Ry d/AYE X YoS YS 
Graf(R)=((x0:y0) € RF 


Y 
Ya bono 22- e oy) 
(0,0) > $ 


CAPÍTULO V 


Ejemplo 1 
Grafique la relación 
R=1(2;3),0;2);(0;-1),(3,5),(3;-2)) 


Resolución: 
Representando cada par ordenado en el plano 
cartesiano. RCAXxB 


B 


Dom R=1-2; 1; 0; 3) 
Rang R=(3; 2; -1; 5; -2) 


REGLA DE CORRESPONDENCIA 

Es una representación algebraica que define 
la relación existente entre los elementos del 
dominio y las del rango. 


R 
AR UB 


De lo anterior se afirma que y es una relación de 
Xx, O y es una dependencia de x. 

Se denota por: y=R(x) 

se lee: “y es igual a R de x”. 


Ejemplo: 

Se dirá: 
y=RGD 
2=R(1) 
5=R(2) 
10=R(3) 
17=kR(4) 


Funciones 


Busquemos una representación generalizada que 
ligue a los elementos del dominio y los elementos 
del rango. 


R(D)=2=1*+1 
R(2)=5=2*+1 
R(3)=10=3*+1 
R(4)=17=4*+1 


RO()=x"+1 


A RO)=x?+1 se 

correspondencia. 

Luego, la relación se define como: 
R=((oyYy=x"+1) 

En general, la regla de correspondencia de la 

relación R es: 


llamará regla de 


A mr ro my, 


(R=(09/=RG0)) 


Ejemplo 1 

Graficar R=((x:/y=2x+1,x€ A) 
A=4(-1; 0; 2; 3) 

Resolución: 


Se define la relación R por extensión: 
R=(615-;(0,0:(25),(3,3)) 
Recordando que: 
y=RO)=2x+1 
RED=2ED+1=-1 
R(0)=2(0)+1=1 
R()=2(2)+1=5 
R(3S)=2(3)+1=7 


En el plano cartesiano 
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Ejemplo 2 
Graficar R=(GcyYy=2x-1 xe [-2:3>) 


Resolución: 

Es una relación cuyo dominio es [-2;3>, su rango 

puede hallarse a partir de su dominio, así: 

-2£x<3 => AS2x<6 > -55 2x-1<5 

= Rang R=[-5;5> 

Tabulando una cantidad significativa de puntos 

veremos que su gráfica es una línea recta. 

Tomemos algunos puntos: 
x|-2 -1.0 12 
yi5 3 -1153 


En el plano cartesiano 


Ejemplo 3 
Graficar 
R=((yYVy +16) ;x€ (4; 3; -2; 1; 0; 1) 


Resolución: 
=-4 => y=0 = y=0 
=3 => Y=7= y=v7 v y=-v7 
=-2= yY=12> y=2V3 v y=-2V3 
=-1 > y=15> y=v15 v y=-4/15 
x=0 => y=16 > y=4 y y=-4 
x=1 => y/=15 => y=V15 v y=-v15 
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RELACIÓN INVERSA 
Sea R una relación del conjunto A al conjunto 
B, definido por: 
R=((coy)/xe A a ye Bj 
La relación inversa de R denotado por R” se define: 


A A O rom as a 


ROSIANER, 


Ejemplo 1 

Sea R la relación definida por: 
R=1(1;0);(0,:(,3),(2;-5)+ 

Su relación inversa R” es: 
R”=1(0;-,(1,0);(3,1);45;2) 

Observamos que R”! se obtiene con solo invertir 

el orden de los elementos de los pares ordenados 

de R. 


Ejemplo 2 

R=(0529) => R=((2%)) 

Si hacemos 2'=y => x=log,y; y>0 
Llamemos y=x (por ser variable muda) 


=> RT =(x; logox) 


CAPÍTULO V 


9% 
E 
as log, x 
Ei 

AAA 

LF te DP 1 
ar ad —e y PRA > 

7 

: XxX 


COMPOSICIÓN DE RELACIONES 


A partir de las relaciones RCAxBySe BxC, 
es posible definir una relación entre A y C llamadas 
la composición entre R y S, limitada por SoR, 


mediante: 


(SoR=(062/ yeB AYER A02)E5)| 


O REA 


En el esquema: 


_— a 


> 
So R=((x32)/3 ye B) 


lia yeRangR ayeDomB | 
5 .  =>y€Rang RiDomS 


Condición para que exista S o R es que: 


RangR A DomSx4 


Ejemplo 1 
Sean las relaciones: 
R=((0:2); (8,9; Q;5); (13), (00), 
S=1(1,2); (23); (5,0); (0,7) 
Halle: 
a) SoR 
b) Ros 


Funciones 


Resolución: 
a) SoR 


SsoR 


b) Ros 


Ro S=(€C1:5); E1:0); (4); (5,2); (5,3) 


Algebraicamente, se define la composición de 


í 


relaciones: 
fl. Dom RoS=(xeDom S ASG)eDom R) 
IL (RoS)O)=R(SOD) 


Ejemplo 2 

Sean las relaciones: 
R=(GoyYy=2-1, x 841; 2; 3, 41) 
S=((x9)/y=2x+1, x€ (1; 2; 3; 4)) 

Halle: 

a) SoR 

b) Ros 


Resolución: 

Definamos los conjuntos por extensión: 
R=((0); (2:3); (38); (4,15)) 
S=4(1:3) 4:53; 6,7); (49); 
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Álgebra 


HU 


a) Hallemos SoR 
SoR(D=S(RUN=S(O)= 3 
SoR(2)=S(REN=SBH)=7 
So R(S)=S(R(BN) =5(8)= A 
SoR(M=S(R(4M9)=S(U5S) = A 
. SoR=1(2:7)) 


b) Hallemos Ro S 
Ro SO =R(SOD)=RG)=8 
Ros(2)=R(SGN)=R(G5)= A 
RoSs(3)=R(SGN=R(D=A3 
Ro S(4)=R(S(4))=R(9) = 3 
+. Ro S=1((1;8)) 


Ejemplo 3 

Sean U, V las relaciones en |¡R definidas por: 
U= (Goy +y*=1) 
V=(0D/y +2=-2) 

Halle Vo U 


Resolución:* 
La relación V o U composición de las relaciones 
U y V puede abstenerse de las dos ecuaciones: 


mediante la eliminación de y en estas dos 
ecuaciones. 

De (BP): y=-2-2 

En (0): x2+(=2-2)=1 

> VoU=(GiDdé+G+2D)=1) 


DEFINICIONES 


a) Relación reflexiva 
Una relación R se dirá reflexiva si y sólo si 


(a;aJeR, VacA,R: ASA 


Ejemplos: 

L. R=((1,D;(:3;,Q;2);G3;3);G;1)) relación 
de A> A con A=(l; 2; 3) 

2. SeaR=((123/Q,3),68,5);(1;D,Q;2)) no es 
reflexiva por la falta de (3;3) y (5;5) 
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b) Relación simétrica 
Una relación R: A A es simétrica si y sólo 
si siempre que (a;b)e R, el par (b;a) CR. 


Ejemplos: 

LL R=(Q;3;:(5,0),0,9,63,23:0,D) es 
simétrica en A donde A=[1; 2; 3; 5) 

2. R=4(4;1);(3;2);(2;3),(7;7)) no es 
simétrica ya que existe (4;1) y no (1;4) 


c) Relación transitiva 
Una relación R: A> A es transitiva siempre 
que (ajbJe R a (b;c)e R, se tiene que 
(ajcJe R. 


Ejemplos: 

1. R=((:2/Q:30;3);(5;1)) es transitiva ya 
que (1;2)e R 1 (23) R > (1:3)€ R 

2. R=4(2;3),(3,5),(5,1);(2;5);(2:4)) no es 
transitiva puesto que (3;5)€ Ra (5;1)e R 
sin embargo (3;1)g2 R. 


d) Relación de equivalencia 
Una relación R: A> A es de equivalencia si y 
sólo si R es reflexiva, R es simétrica y R es 
transitiva. 
Es decir, 
L (aja)eR VacA 
IL. (ajb)Je R => (bjaJe R 
IL (ajbleRa (bid)eR => (ajc)e R 


Ejemplo 
Sea R=(x;y)/x-y= k para algún ke Z fijo) 
Probar que n es una relación de equivalencia. 
Resolución: 
L  a-a=0= k > (aja)e R 
IL (ab)JeR > a-b=k 
(biaJeR > O A IIA = k 
=> R es simétrica 
IT. (ajb)e R > a-b= k 
(bic)e R => b-c= k 
Sumando (a-b)+(b-c)= k 
=> a-c= k = (a¡c)e R 
-. Res una relación de equivalencia. 


CAPÍTULO V 


Funciones 


d) Relación antisimétrica 
Una relación R: A>A es antisimétrica 
siempre que (a;b)e Rconazxb = (b;a)z R. 


Ejemplo: 
R=((2:3:Q;1)7 es antisimétrica puesto que 
(2:3)ER a (3;2)€ R. 


Proposición: Una relación R: A>A es 
antisimétrica siempre que: 
GQoyNeRa GydeR => x=y 


Orden parcíal 

Una relación R: A > A se dirá un orden parcial 
en A siR es reflexiva, antisimétrica y transitiva, es 
decir: 
L  (ajajeR VacA 
IL Si(a;beR a (bjajeR => a=b 

(azb a (ajb)JeR > (bja)e R) 
ML. Si(a:b)eR yn (bio)eR => (ajcjeR 


Ejemplo: 

A=((1); (2); (1,237 

R=inclusión de conjuntos 

Estos pares (117423) y (21) R 


Orden total 
Un orden parcial en caso que (a;b)e R 


V ajbe A, se dirá que R es un orden total en A. 


Ejemplos: 
l. WN =41;2;3;.....) y R la relación <, 
R es un orden total en N. 
2. Sea A=(1l; 2; 3; 4) 
R=(*“...divide a...”) 
> R=((0,0,0:3,8:3;44,0;0:2:0;3); 
(19/00) 


R es un orden parcial. 


GRÁFICAS DE ECUACIONES NOTABLES 

La representación geométrica de todos los 
pares ordenados (x;y) se llama plano cartesiano 
o sistema de coordenadas cartesianas, y se denota 
por R?. 


Se establece una relación biunívoca entre 
cada punto del plano cartesiano y cada par (x;y) 
de R? en el siguiente sentido: “A cada punto P del 
plano cartesiano le corresponde un único par (x;y) 
y, recíprocamente, a cada par (x;y) de R? le 
corresponde un único punto en el plano 
cartesiano. 


1. La ecuación de la recta 
Todo polinomio lineal o de primer grado es 
correspondido por los puntos de una recta, 
en tal caso, será necesario sólo dos puntos 
de paso. 
Así, halle la ecuación de la recta que pasa 
por los puntos (x;; y,), (Xx; ya). 


Resolución: 


Tomemos arbitrariamente un punto P de la 
recta P=(x;y) 
Por semejanza de triángulos. 


P, 
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EF 


y Es po Y¡X2 = X1Y2 
XxX 


> y=mx+b 


Ejemplo 1 
Halle la ecuación de la recta que pasa por los 
puntos (-2;-1) y (3;5) 


Resolución: 
Sea y=mx+b la ecuación, los puntos 


P ==); P,=Q0,)=8,5) 


Luego: 
5-08 
17-50) 5 
003-0065) _7 
e 3-(-2) 5 


6. 7 
Lo y= 5 es la recta buscada. 


Voy = 
De(a)y (by: 22% =42- 

XX 
De donde se observa que m es la 
pendiente de la recta. 


Ejemplo 2 
Halle la ecuación de la recta que pase por el 
punto (1;2) y sea de pendiente 3. 
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Resolución: 


AY 


Sea (x;y) un punto en la recta. 
Hallando la pendiente: 


x-1 
+. la ecuación de la recta es: y=3x-1 


DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS 
Sean los puntos A=(x,;y,); B=(x;y,) la 
distancia entre ellos, está dado por: 


f = - Ñ 
CAC 


Demostración: 


Por el teorema de Pitágoras en el triángulo 
ACB. 


d=(x-x0+0-y)" 


=> d =J Qe) + (y, - y Y 


CAPÍTULO V 


eE 


Ejemplo: 
Halle la distancia entre los puntos A=(3;2); 
B=(5:1) 


Resolución: 


d=/(3-5)2+(2-1D? => d=V5 


La ecuación de la circunferencia 
Una circunferencia de radio r y centro (h;k) 
tiene la siguiente ecuación 


Demostración: 
Una circunferencia se define como un lugar 
geométrico donde cada punto de ella 
equidista del centro de la misma. 
Y 
Py) 


E: 


Tomemos un punto P=(x;y) en la 
circunferencia como cualquier punto P 
equidista con el centro y a la distancia entre 
estos puntos se llama radio. Tenemos la 
distancia entre (h; k) y Qx; y). 


Funciones 


Ejemplo 1 
Graficar la relación 
R=(GoyMe+y=2(2x-y)) 


Resolución: 
De la ecuación: x2+y?=2(2x-y) 
= -Ax+y +2y=0 
Sumando 5 m.a.m. 
Ax +44 y +2y+1=5 
> (x-2+(y+D=5 
Es la ecuación de la circunferencia de radio 
v5 y centro en (2;-1). 


LA 


Ejemplo 2 
Halle la ecuación de la circunferencia que 
pasa por los puntos (0;3); (-1;0) y (2,3). 


Resolución: 


| AC] representa la distancia [ 
deAaC. Sabemos que: 
¡AC|?=/DC|?=|BC|?=r? 


y. 364 
di 
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> (h+D?+k?=h? +(k-3) =(h-2)? +(k -3)? =r? 
E ÓO AAAAA 
(D (1 (5) 

De (D: h?+(k-3)=(h-2)%+(k-3)? = h=1 
En (ID: 22+k*=1+(k-3)? = k=1 

En (ID: 14+2=r? = 1 =5 

Luego, la ecuación de la circunferencia es: 
é:(eD?+(-D0=5 


Ejemplo 3 

Halle la ecuación de una circunferencia de 
radio r=1 y de centro en el primer cuadrante 
que sea tangente a las recta £,: 3x-4y=0 y 
Lo: Ax-3y=0 


Resolución: 
Graficando las rectas. 
Y 


La distancia del punto (x; ;y,) a la recta 


Y: Ax+By+C=0está dado por: 
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Para el problema la distancia de Ca Y, y L,es 
el mismo e igual a 1. 
d(P,C) E (a) 
e ÍKZOD cnacananos (94 
ARES 


|3h -4k | 
d(P.O)= 4=== =1 => -3h+4k=5....... 
De (a) y (B): 4h-3k=-3h+4k => h=k 
En (a) : 4h-3h=5 => h=5=k 


Entonces, la ecuación de la circunferencia es: 
€: (1-5 +(y-5)=1 


La ecuación de la parábola 

La parábola se define como un conjunto de 
puntos que equidistan de un punto fijo llamado 
foco y de una recta fija llamada directriz. 


directriz 


F: foco 

V: vértice 

Parábola en el eje Y, con vértice en (0;0) 
A y 
¡eje focal j 


CAPÍTULO V Funciones 


De la definición: |d(PF)|?=|d(POQ)/? POQ forma un triángulo rectángulo isósceles 
: 2 y yy? 2 
+0-PY=00 + +P) con 90% en O, como PQ=8 = 0Q=4 42. 
De donde: -x"=4Ppy" Asimismo, OF=A por definición de parábola, 
A. entonces: FA=FO-AO=4-3=1. 
MFA triángulo rectángulo 


= MA= y3?- 1 


MA=2 42 


El área pedida: 3x 2/2 + m2 Le 7/2u? 


(1,0) eje focal 
Ejemplo 2 
Determine la ecuación de la parábola de 
vértice en V(-2;-3), cuyo eje es paralelo al 
eje Y, además, pasa por el punto M(0;-5). 
De la definición: | d(PQ)|?=|d(P;F)/? 
Q+PY=(y-y) =(x-PY + y" Resolución: 

7 Como el vértice es (-2;-3) y es paralelo al eje 
Y, la ecuación de la parábola es: 
(x+2)=4P(y+3) 
Parábola con el vértice en (h;k) Además, el punto (0;-5) satisface la ecuación 
«directriz de la parábola. 


De donde: 


= (0+2%=4P(5+3) =p=-> 


-. la ecuación es: (x+2)?=-2(y+3) 

4. La ecuación de la elipse 
La elipse se define como un conjunto de 
puntos P(x;y), tales que la suma de las 
distancias de P alos focos F, F, es igual a una 
constante 2a (a es radio mayor de la elipse). 


Ejemplo 1 
En el gráfico, calcule el área de la región IN 


sombreada, si mx (POQ)=90", MN=3 y PQ=8. 


eje focal 


ES 
Definición: ; « 
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Eje focal paralelo al eje X 
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Y eje normal 


eje focal 


Por definición d(F,,P)+d(F,,P)=2a 
Var += h= 0 +(y-kY =2a 


JG=n+ oO + (yk? =2a-(x—h-0 + (y-kY 


elevando al cuadrado y sabiendo que 
a =b*+c? (se demuestra ubicando P en el eje 
normal y la diferencia de elipse) y reduciendo 
se tendrá: 


Por definición, se probará que b?=a+c? se 
obtiene la ecuación: 


Ejemplo 1 
De la figura: 
elipse 


LS 


pe 0 (h,k) Pa 


O rad 


Demuestre que a?=b*+c? 


Resolución: 
Como se conoce el centro (h;k) se pueden 
conocer los focos F', F, y el punto P. 


P(h,k+b) 
F, (h-c,k) h,k MPAA (h+c,k) 


Por definición d(F,P) E =2a 


JVMh-h+0)?+(k+b-k) + 
Áh-h-0+(k+b=k)? = 


> Ve +b? + det +b? =2a > Cba? 


Ejemplo 2 

Una elipse de eje focal paralela al eje X pasa 
por (6;0) y tiene sus vértices en la circunferencia 
de ecuación x2+y*-8x+4y-5=0 


Resolución: 

Graficando la circunferencia y la elipse. 
x2-8x+16+y"+4y+4=5+4+16 

QUO +(y+2=5? = C=(4;-2), r=5 


CAPÍTULO V 


Funcione: 


Sea la ecuación: 


0, E 


5 p? 
y EF ¿+2 e 
25 p? 


Por dato (6;0) satisface la ecuación de la elipse. 


ay 2 
(64%, (0+2)*_, - po 100 
25 b 21 
- la ecuación de la elipse es: 
6-0 Y, 
25 10 
21 


5. La ecuación de la hipérbola 
La hipérbola se define como el conjunto de 
puntos P(x;y), tales que el valor absoluto de 
la diferencia entre las distancias de P a los 
focos F, F, es igual a la constante 2a. 


d(F, F,)=2c 


eje normal 


asíntotas 


De la definición: | [A(PF,) <d(PF;)]=2a<2c: 


=2a 


MN SS 


Además, c“=a?+b? 
De donde se reduce a: 


Cuando el eje focal es paralelo al eje Y la 
ecuación es: 


eje focal 


Ejemplo 1 
Los focos de una hipérbola son F,=(-8;0) y 


.. y Xx 
(8;0) y la ecuación de sus asíntotas son y= 3? 


y= Na . Halle la ecuación de la hipérbola. 


Resolución: 
Graficando 


A Y 
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Vemos que el centro de la hipérbola es en el Ejemplo 3 
origen de coordenadas. Halle la ecuación de la hipérbola, cuyas 
ñ xo. , 1 asíntotas tienen por ecuaciones x-y+1=0 y 
Como la asíntota y= 3 tiene pendiente E x+y-3=0, además, uno de los vértices de la 
los catetos están en la relación de 1 a 3. hipérbola es V, =(4;2) 
En el triángulo ONM, por el teorema de 
Pitágoras: Resolución: 
64 576 Graficando la asíntota y el vértice. 
(31 '+al=8? = e A %==39 Li y=x+3 Lo: y=x+1 
-. la ecuación de la hipérbola es: 
2 2 2 2 
x y . 10x% 10y 
+27 =1, es decir: =-—= 
576 64 576 64 
10 10 
Ejemplo 2 


Halle las ecuaciones de las asíntotas a la 
hipérbola y*-2-6y+6x-1=0 


Resolución: 
Agrupando convenientemente: 
W-6y+9)-(-6x+9)-1=0 


(y -3) _(x-3) e +  Hallamos el punto A igualando las 
P P ecuaciones de las asíntotas. 

Graficando y=x+l=-x4+3 > x=1, y=2 
Y, »  ElpuntoM: eng, para x=4 > y=5 


Luego, la hipérbola es de centro: (1;2) y 
su ecuación es: 


E Cr 
E 
xy 2x+4y-12=0 


GRÁFICAS DE INECUACIONES 

Para graficar las inecuaciones es necesario 
graficar previamente las ecuaciones, luego darle 
el sentido. 
Asf: 


Graficar: 
Por pendiente: a) y=fx) 


A INR b) y>f60 

ER. o) y<f) 
2 y3 Bt pte d) y>f(x) 
E 2 YJ-Í=-x+3 > La:y=-x+6 e) y<t0 
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Resolución: 
L. Supongamos que la gráfica de y=f(x) no es 
una gráfica cerrada. 


Si: 
Y 
y=f 
DS 
X 
Entonces: 


Ejemplo 1 
Grafique: 
a) y22x-l 
b) y<2x-1 
c) y>2x-1 
d) y<2x-1 


Resolución: 

En todos los casos, primero se graficará la 
igualdad, luego, se le da el sentido conforme 
indican los gráficos anteriores. 


b) 


IL. Supongamos que la gráfica de y=f(0) es una 
gráfica cerrada. 


Sea: 


yal 


Entonces: 
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Ejemplo 2 

Sean las relaciones: 
R=((6y)Mé+y"< 16) 
S=((9/y < |x1) 

Halle RA $ gráficamente. 


Resolución: 

Graficando cada relación: 

+ Ri: x2+y*< 16, es la parte interior y frontera 
de la circunferencia de centro (0;0) y radio 4. 


>» S: ysIx] 
Primero graficaremos la igualdad 
x,x>0 


yal =x,x<0 


Luego, Rn S es: 
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TRASLACIÓN Y ROTACIÓN DE EJES 


1 Traslación de ejes 


Consiste en llevar el origen de coordenadas 
(0;0) a otro origen (h;k), donde (0;0) será el 
origen de coordenadas de ejes XY; (h;k) es el 
origen de coordenadas de ejes X'Y. 


Donde el punto P tiene coordenadas en x, y, 
además tiene coordenadas en x'y". 
La relación entre las coordenadas es: 


x=h+x' => x'=x-h 
y=k+y' = y'=y-k 
Ejemplo 1 
Se quiere trasladar los ejes XY a otra eje X'Y' 


de origen en (3;5). 


Resolución: 


CAPÍTULO V 
A A A A O e o CIONES 


Ejemplo 2 
Trasladar la ecuación y=3x-1 al sistema x'y' 
de origen en (2;1) 


Resolución: 


x=24+x'; y=1+y 

En la ecuación y=3x-1 

Se tiene 1+y'=3(2+x)-1 

> y=3x+4 
la recta y=3x-1 en ejes XY 
en ejes XY es y =3x"+4 


Rotación de ejes 

Como se ha visto una traslación, 
generalmente, simplifica la escritura y la 
interpretación de ciertas expresiones, 
permitiendo efectuar las gráficas con mayor 
rapidez. En ciertas ocasiones, la traslación no 
es suficiente o es inaplicable para conseguir 
la simplificación que se desea y necesitamos 
acudir al estudio de las rotaciones de los ejes 
AY. 

Considere el sistema xy con origen en (0;0) 
y el sistema x'y' con el mismo origen del tal 
modo que el eje X* forme un ángulo a con 
el eje Y como se muestra en el siguiente 
gráfico. 


Funciones 


Todo punto P puede ser expresado en 
coordenadas del sistema xy o xy. 
Así: 


En xy: x=rcosg 
y=rsen8 ... (0 
Enxy:  x'=rcos(0-a) 


y =rsen (9—ax).......(I) 


Reemplazando (D) en (1D) 
x'=rcos 8 cos a + rsen O sena 
=xCO0S QU + ysen Y 


y =rsen 8 cos qu —rcos O sen a 
=yCO0S Ql — xsen QU 


Es decir: 
Fx =xcOosa+ ysena | cun 
¿ ¡e A É ES 
¡Y =yCosa— xsena | 
equivalentemente 
(x=xcosa— y sena. 
Dada (1) 


¿y=X Sena y'cosa; 
Ejemplo 1 
Exprese la ecuación xy= 1/2 en el sistema xy' 
obtenido al rotar los ejes XY un ángulo de 1/4. 


Resolución: 
Usando la fórmula (IV): 
x=x'cOS =- sen Y : Ya E 
AE Ti? UE Es 
T TS A 
cos NA a 2 
y=xsen y y'cos ÓN 7 
ELE 0 EE CNI: O 
> x= x-—= x+ f=- 
lá E O EA E 
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Efectuando x*%y?=1 
La gráfica en x'y' corresponde a una hipérbola 
equilátera. 


FUNCIÓN dá , 


Ejemplo 2 

Por medio de una rotación de los ejes 
coordenados, transformar la ecuación 
4x+3y=12 en otra que no tenga el término 


y. 
Respuesta: x'=12/5 
Ejemplo 3 


Determine la ecuación en un nuevo sistema 
x'y', luego de haber rotado 37” la ecuación 


4x-24xy+11y?+56x-58y+95=0 


Respuesta: 4(x-2)+(y'+1)%=4 


Frecuentemente, resulta interesante estudiar 
la relación existente entre los elementos de dos 
conjuntos. Por ejemplo, la edad de un niño 
pequeño y su peso, la posición de un cuerpo móvil 
en diversos instantes, el volumen de una esfera 
con su radio, son conjuntos cuyos elementos 
están relacionados. Una función es, precisamente, 
la descripción de la relación que existe entre los 
elementos de dos conjuntos. 


Definición 1 

La definición moderna de función se debe al 
Baron Augustin Cauchy (1789-1857) y a Bertrand 
Riemann (1826-1866). Se dice que y es una 
función de ax, sia cada valor de x, le corresponde 
un único valor de y. 
La definición moderna es utilizada en los niveles 
superiores. 


Definición 2 (definición de aplicación) 


Sean f. A>B una relación binaria se llama 
aplicación del conjunto A al conjunto B, si para 
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todo elemento de A existe un único elemento en 
B, estoes VxeA 3!yeB /(x,y)e AxB 


En el diagrama de Veen 


conjunto 
de partida 


conjunto 
de llegada 


GAyNef e y=tC0 
Se denota: 
ff AB 
x>f(x) 


Recordemos y=f(x) es llamado regla de 
correspondencia. 


CAPÍTULO V 


Para una aplicación, todo el conjunto de 
partida es el dominio de la aplicación, sin embargo, 
el rango está incluido en el conjunto de llegada. 


Al B 


dominio conjunto 
de llegada 
Ejemplo: f 
a 
><A 


La función es: f=1(1:0,(;7);(3:D), es decir: 
f(0) =4 
f(2)=7 
(3)=7 


Sif(x,)=1(x,) no implica necesariamente 
quex, =X;. 


Por la complejidad de la definición 1 
(definición moderna) en los niveles de educación 
secundaria o primeros ciclos de nivel superior, el 
término función se confunde con el término 
aplicación. Como nuestro texto está dirigido a este 
nivel definiremos función como una aplicación 
(sin embargo, sabemos que hay una diferencia 
significativa entre ellas). En ese caso definiremos 
función como una relación del conjunto A al 
conjunto B de tal modo que para todo elemento 
del conjunto A existe un único elemento en B, es 
decir: 

; fe o Y Vxy)E AB) es fúnción si > 
| VXxEA 3yeB tal que Cey)ef. a 
> 


A e ma, 


A partir de aquí, entenderemos función como 
aplicación. 


Funciones 


De la definición se desprende que una 
relación es una función si cumple las siguientes 
condiciones: 

L Todo el conjunto A (conjunto de partida) es 
el dominio. 

If. No existen dos pares distintos con la misma 
primera componente, es decir, si (x;y)€ f A 
(xd e f siendo f una función se tendrá sólo 
si y=z. 


Ejemplos: 
1 


f es función 


*» XD YO 


2. 
g es función 
3. h no es función 
(falla ID 
>< 
>=] 
4. j no es función 


(falla D) 


FUNCIÓN REAL EN VARIABLE REAL 
Una función f. A>B es una función real en 
variable real si y sólo si A y B son sólo subconjuntos 
de R, es decir, el dominio y el rango son 
subconjuntos de los números reales. 
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Ejemplo 1 
f: [3:2> >R 
_2x+1) 
x 
Vemos que [3;2>CR y así lo mismo 
(ES Jer 
x 
Ejemplo 2 
Halle el dominio de la función: 
4x-1 
)= [S-x 
Resolución: 


Cuando se pide el dominio, se pregunta 
equivalentemente o para qué valores de la 
variable x, esta definida la función f(x). 


f00) esta definida en R si 5-x>0 
> x<5 


*. Dom f=<-0 ¡5> 


Ejemplo 3 
Halle el rango de la función 
f00)=2x+5  xe <-4;2] 


Resolución: 

Aquí el dominio será <-4;2] 

Para hallar su rango, habrá que hallar la variación 
de fo). 

-4<x<2 > -8<2x<4 O -3<2x+5<9 

e 3<f00)<9 

/. Rang f=<-3;9] 


Ejemplo 4 
Halle el rango de la función real 


100) =3V5+1? ; xe (42,2) 


Resolución: 


Partiendo del dominio xe (-/2,2) 
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e -412<x<2 e 05x<4 => 02-x?>-4 
> 52>5-12>1> 1<V5-x? <y5 

> -1> 5222-45 = 2>3-45-1% 23-445 
> 3-45 <f(x)<2 

. Rang f= [3-4/5;2) 


GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN 
Si f es una función de un conjunto A en un 


conjunto Bf: A>B , su gráfica denotado por Gr(f) 
está dado pon 


Ejemplo 1 
Graficar la función: 
(0) =x"-2x+2; x6 (1;2;3; 4) 


Resolución: 
Si f09=92x+2 = (-D?+1 
Tabulando se halla 


Ejemplo 2 
Graficar f()=x+2;xe <-3;2] 
Resolución: 
Tabulando: 
x 13-22-1012 
fO|1. 0 1.234 
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Dom f=<-3;2] 
Rang f=<-1;4] 


Proposición 
Si fes una función de A en B, entonces: 
Gr(f) c Dom fx Rang FC Ax B 


Demostración 

Si ye Gr(f) = y=(a;(f(a)), pero ae A mientras 
que f(a)e Rang f y RangfcB. 

Por tanto, f(a)e B > cada ye Gr(f) es un 
elemento de Dom fx Rang f y también un 
elemento de Ax B. 


Ejemplo 
x-1 


Graficar la función fQ)= |x [+1 


Resolución: 
Tabulando se tiene: 


x1i3-—2-10 1/2 1 2 3 
(009) |-1 -1 -1 -1 -1/3 0 1/3 1/2 


1 


Domf= xeR 


Funciones 


Proposición 
Una Gr(f) en R? representa a la gráfica de una 


función, si toda recta paralela al eje Y corta a la 
gráfica a lo más en un punto. 


Demostración 

Se presentan dos casos: 

L Que la recta vertical (paralela al eje Y) corta 
en un solo punto . 


Ey Oy Ora) i»...$ 


cumple todas las condiciones para ser 
función. 


IL. Que la recta vertical corta en más de un punto 
a la gráfica. 


= (Cod Ary 0 Oy)... 
Como (Xy;y0) E £ A Qxosyo) E Í con yy + y; 


= f(x) no es función. 
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Ejemplo 1 
¿Cuáles de los siguientes gráficos representa a una 
función? 


y 8 


KE 


X X 


fes función g no es función 


XxX 


h no es función 


Ejemplo 2 
Sea y=f(x) tal que: ?+y*-2y=3 
¿f es función? 


Resolución: 
De la condición 
A4y2y=3 e 24y2y+1=4 
e +(y-1)=2 
Como sabemos esta ecuación se presenta a la 
circunferencia de centro (0;1) y radio 2. 


E 
Cox + (y-1)= 2* 


La recta vertical Y corta a é en más de un punto 
con lo cual f(x) no es una función. 
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Ejemplo 3 
Sea y=f(x) tal que 
4x-12xy+9y*4x+6y+1=0 
¿fGc) es una función? caso afirmativo, grafíquela. 


Resolución: 
Buscaremos despejar “y”. 


4x? -12xy +9y?-4x+6y+1=0 
aio 


(2x-3y2(2x-3y)+1=0 
e (Qx-3y-D=0 e 2x-3y-1=0 


2x-1 
3 


e y= 


2.1 
Ent [00 = 3Xx-=2 
ntonces, f(x) dl 3 
Vemos que f(x) es una función, ya que 


gráficamente: 


-1 -1/3 1/3 


urb ---- 


Se observa que f es una función. 


Ejemplo 4 

Halle Rang fu Dom f si: 
f=(Go+D):002):(222%+ 1):(22;-22)) es una 
función. 


Resolución: 
Recordemos si (a;b)e f a laj)e f siendo f una 
función => b=c 


CAPÍTULO V 


Funciones 


O O O DO OOO O O 


En el problema 
x:x2+1=2x => (x-1)=0 > x=1 
22: 2+1=22 > (24+1).=0 => 2=-1 
Entonces, f=1((1;2);(-2;2)) 
Dom f=(1;-2) 
Rang g= 12) 
-. Domfu Rang f=4-2; 1; 2) 


Ejemplo 5 
Dada la función: 
(+21? +6x -16)(x -6) 
fl) = 2 
(x—2(x* -4x -12) 
Halle la suma de los valores de x, para los cuales 
no está definida la función. 


Resolución: 
Para el lector 
Respuesta: 6 


FUNCIONES ELEMENTALES O SIMPLES 

Son aquellas funciones especiales, las cuales 
nos servirán de apoyo para el estudio de otras 
funciones más complicadas. 
Las más importantes son: 


Funciones poliínomíales 
Sea f(x) un polinomio de coeficientes reales, 
cuyos casos particulares son: 


a) Función constante 
Es una función cuyo dominio es R y su rango 
es la constante real c. 
Luego, f=((x;c)/c es una constante) 
f=(GN)/y=c, c es constante) 
Su gráfica es una recta paralela al eje X, 
conseguido a través de la tabulación. 


YA 


£ 
— 


Dom f=R 0 
Rang f=4cj 


Y 


b) Función lineal 
Función polinomial de primer grado. 
f=10cy)/y=ax+b; az 0) 
Gráficamente, representa una línea recta que 
corta al eje Y en b y al eje X en —b/a. 


Ejemplo 1 
Graficar la función: 
L  f6)=3x1 

IL. 900) =-2x+3 


Resolución: 
Se sabe que sus gráficas serán rectas, para 
ello sólo se necesita dos puntos de paso. 


1 Xx 0 1 
f60|-12.. 
> 
Xx 
x 10 1 A 
In 
g)/3 1 3 
En 
A 
q > 
IA X 
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Ejemplo 2 
Graficar f)=x 


Resolución: 

Este es un caso particular de la función lineal, 

“ugadau 3uperdinefacres (qu) ne 
intersecta al eje Y en 0, esta función recibe 
también el nombre de Función Identidad. 


Ejemplo 3 
Graficar f(x) =-x 


Resolución: 
Ésta es una función lineal de pendiente -1 y 
corta al eje Y en y=0 


Proposición 
Sean dos funciones lineales cuyas ecuaciones 
son: 
f=(GcyYy=m,x-+b,) 
g=((xy/y =m,x+b,) 
Si 0 es el ángulo formado por estos 2 rectas, 
22M, 


se tiene tg0= pa 
+ m,m, 


240 


Álgebra 


Demostración: 
Graficando: 


Del gráfico: a+98=f$ => 9=f-a 
Tomando tangente m.a.m. 


taB—tga 
to08=t - = AAA 
30=tg(B=0) 1+tga -tgB 


Caso particular si 8=1/2, es decir, si las 
rectas son perpendiculares, sabemos que 


(3 no está definido, en tal caso 


1+m,m,=0 = m,m;,=-1. 
Dos rectas son perpendiculares cuando el 
producto de sus pendientes es igual a —l. 


Ejemplo 1 

Sea fíx)=x 
200 =-x 

Graficando 


Observamos que m,m,=-1 


CAPÍTULO V 


Ejemplo 2 

Halle la ecuación de una función lineal cuya 
gráfica es perpendicular a la gráfica de la recta 
Y : 3x-y-1=0 y pase por el punto (1;2). 


Resolución: 

Graficando Y: y=3x-1 
Además, sea f(x) =ax+b la función buscada. 
E 


SiL1f > 3a=-1=> a 


> [09 =-3x+b 


1 
Como (1;2) ef > f(I)=2 = 3 +b=2 


7 
bal 
cia” 


Ejemplo 3 
Graficar f0)=|x| 


Resolución: 
Redefiniendo la función: 


xsix20 
x six<0 


10=( 


Son dos funciones lineales en un cierto dominio 
y su rango es R¿. (por valor absoluto). 


y=-xA 
E A 
Ay 
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c) Función cuadrática 


Es una función polinomial de segundo grado, 
cuya forma general es: 

f)=aé+bx+c, az 0 
La gráfica de estas funciones son parábolas 
en el eje Y. 
Sea f(x)=ax*+bx+c, ax 0 y coeficientes 
reales f()=0 es una ecuación de segundo 
grado, la naturaleza de sus raíces depende 
de su discriminante (ver ecuaciones 
cuadráticas) y cuyas raíces son: 


-b+Y4A _b- yA 


XxX: 
Ya 2a 


Si A>0> x,x€RAx %X, 
Si A=0>x,xE€RAx=Xx), 


Si A<0> x,xRnx=X, 


La parábola se abre hacia arriba o hacia 
abajo, dependiendo del primer coeficiente, 
como se observa en los diferentes casos. 
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Ejemplo 1 
Graficar f(x)=x%-2x-3 


Resolución: 

Hallemos las raíces: (f(x) =0) 

X-2:-3=0 = (x-3)1(x+1)=0 

=> x ¡=-1;x,=3 

Es una parábola hacia arriba y que corta al 
eje Xen-1 yen3. 


Ejemplo 2 
Graficar g(x)=-2x?+5x-3 


Álgebra 


Resolución: 

Hallando las raíces: 

2 +5x-3=0 => x,=1;x,=3/2 

Es una parábola hacia abajo (primer 
coeficiente negativo) y corta al eje X en 1 y 
en 3/2. 


Ejemplo 3 
Graficar gl) =x%-3x+5 


Resolución: 
Hallando las raíces (g(x)=0) 


IEEE 
DS z 

Como las raíces no son reales ya no funciona 

este criterio. 


Toda función cuadrática de coeficientes 
reales (1) =ax?+bx+c, se puede escribir 


como fo) =a(x—h)?+k. 
Al par (h;k), se le llama vértice de la 
parábola. 


Resolución: 
Seaf()=ax'+bx+c,ax%0 
Completando cuadrados: 


p? b? 
fo) = 24 bx as 
163) a|x + xo jee ra 
Se tiene: 
b Y 4ac-b? 
fC)=|x+2 | + 
(€9) [+2] a 
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En este caso el vértice se da en: Resolución: 
2 Completando cuadrados 
-—, al (hik) (00) =204-2x+ 1)-4+2 
=-2x-D2 => V=(1;-2) 
Su gráfica es una parábola hacia abajo con 


Como se observa: > = a vértice en (1;-2) 
4ac —b? b 
Además, =f| -=—= 
emáo, EE 


Entonces, la gráfica de fl) =axé+bx+c con 
axO0;ajb;ceR es: 


Ejemplo 3 
Halle el rango de la función 100) =4+2x-x?; 
x€ [-2;3> 


Resolución: 


sia<0 
Primer método (algebraicamente) 
A partir de su dominio, hallamos su rango 


Ejemplo 1 x€ [-213> e -2<x<3 => -3<x-1<2 
Graficar f(x)=:%-6x+5 elevando al cuadrado: 0< (x-D?<9 
> 0<x-2x+1<9 >-1<1-2x<8 
Resolución: Por (1): 1> 2x2>-8 
fC9=0-D05) = x1=1, x2=5 y Sumando 4: 5> 4+2x4>-4 
su vértice (h;k) se obtiene: > fGde [-455] 
hs 44% 145 _ 3 /. Rang f=[-4;5] 
2 2 


Segundo método (gráficamente) 

100) =-042x+1)+4+1=-(x-1)%+5 

La gráfica es una parábola hacia abajo con 
vértice en (1;5) 


k=f(h)=F(3)=3?-6(3)+5=-4 


Ejemplo 2 
Grafique [(0) =-2?+4x-4 -. Rang f=[-4;5] 
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d) 


Función cúbica 
Es una función polinomial de grado tres 
definida por: 

f0)=ad+bÉ+cx+d, az 0 
Cuyo dominio es todos los reales. 
Para hallar las raíces de esta ecuación sabemos 
que se debe reducir a la cúbica incompleta 
haciendo e , transformando en: 
f()=a[é+pt+q] donde p y q están en términos 
de a; b; c; d. 
La naturaleza de sus raíces dependen de la 


2 3 
expresión a-[7) ($) 
Así, 

Si A<O > t,t,,t¿ERat,%t %t 
Si A=0 > t,t,,t¿E€ER At, =t, 


SiA>0= tERatyt¿eR 


(Revisar el capítulo de ecuaciones 
“ecuaciones cúbicas”) 

La geometría de esta función cúbica 
f()=a(B+pt+q) depende del primer 


coeficiente y de la expresión A. 
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La intersección con el eje X representa a 
una raízreal. 

Punto de tangencia implica porlo menos 
dosraíces reales e iguales. 


Ejemplo: 
Graficar f(x)=9-7x+6 


Resolución: 

Resolviendo f(x) =0, para hallar las raíces se 
tendrá x,=-3, x=1, x3=2 las raíces reales y 
distintas. 


CAPÍTULO V 


Funciones 


e) Función polinomial general 
Sea el polinomio de grado n y coeficientes 
reales, 

(6)=ap +apt tapo... ta; a7%0 

La geometría de estas funciones depende del 
tipo de raíces que posee aunque puede 
decirse que estas funciones tienen un 
comportamiento ondulatorio. 


L Sitodas las raíces son reales y simples, 
la función será escrito como: 
109) =ap(x)Gexo) Qxg)....... XX) y su 
gráfica será: 


a>0,npar 


ed 


A 
DA y X3 Xx Xx 


Hr. 


Raíces reales y de multiplicidad, 169) 
tiene un factor de la forma GexpY, k es 


la multiplicidad. ke Z*;k>2 


Si k es par 


l L de tangencia 
Xo 


Xy 
punto de tangencia 


Si k es impar 


Xo xo 


Ejemplo 1 

Graficar: 

a) 10)=3(x-D)(+5)(-4)(x+2) 
b) 860) =5(x-2(-5)(+2)(x+ Dx 
0) h)=Ax4)(<-3Mx+2)Qc+ 1) 


d) j60=- 2 (e+3)c+ /2 + DG-10-3) 


Resolución: 

Son polinomios de raíces reales y 
simples. 

L a) y b) 

Las raíces de f(x): 1; -5; 4; -2 

Las raíces de g(x): 2; 5; -2; -1;0 

Sus gráficas son: 


IS 
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IL (0) y d) L  Sines par 
Las raíces de h(x): 4; 3; -2; —1 


Las raíces de jQc): —3; 42 ;-1;1;3 
Sus gráficas son: 


Á 


Ejemplo 2 
Graficar: 
a) 100 =2(+3)Gc+2)(x-3)* 


D) h0)==5(+ Dx 02D (x4Y IL. Sin es impar 


Resolución: 

Tengamos en cuenta: 

+ Multiplicidad par genera punto de 
tangencia. 

+ Multiplicidad impar genera corte y 
punto de tangencia con el eje X. 


A 


f Función potencial 
La función potencial es de la forma: 


¡CIS 
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Función escalar unitario 


Es una función denotada por: U,(x), “a” es 


fijo y definida por: 


l six>za 


6) =Ub0)= 


Dom f=R 
Rang f=(1; 0) 


Su gráfica es la unión de dos funciones constantes. 


Función signo 


Es una función denotada por sgn(x) y se 


define: 
L sixz*0 
sent) = y1x| 
0 six=0 
Equivalentemente: 
l  six>0 
senGo)=30  six=0 
1 six<0 
Con Dom f=R 


Rang f=(-1; 0; 15 


Su gráfica es la unión de tres funciones constantes. 


Ejemplo 


x-1 
raficar f(x) sen 0 


Resolución: 


C x-1 
somo 327 
Pixel 


0 six<a 


está definida VxeR. 


Entonces, Dom f=R 
Además, x2+x+1>0, VxeR 


l  x-1>0 
=>» 00 = 0 x-1=0 
-1 x-1<0 
l six>0 


=> f9=30 six=0 
1 six<0 


Ejemplo 2 


Graficar f()=sgn | 


Se 


xx 


Resolucion: 


L. 


Il. 


Hallamos su dominio: 
6-x2>0 e (x+3)N(x-2)<0 
* xe <-3,2> 
De la definición: 
1 sil(x+D(x-4>0 
f00)=30 si (x+D(r-4)=0 
=1 si lx+D(x-4)<0 
enxe <-32> => x-4<0 


l  six+1>0 
> f00)= 0 six+1=0 
-1 six+1<0 


l x>-laAx<2 
[0)=30  x=-1 
1 x<-lAx>3 


l si xe<-1,2> 
f00=30 si x=-1 
=1 si xe<-3,-1> 
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Unión de tres funciones constantes. 


Función máximo entero 
Es la función denotada por f()= [J] con 


dominio, el conjunto de los números reales y con 
regla de correspondencia. 


[x] es el mayor entero no mayor que x, esto es 


[xJex,xer. 


sillx]=x e xeZ 
fo) = 
si[x]=n + nsx<n+LneZ 


Ejemplo 1 
[3, 47] =3 porque 3< 3, 47<4 


Ejemplo 2 
[-4, 51] =-5 porque -5< 4, 51<-4 


Ejemplo 3 


Resolver la ecuación: [5x -4] =1 


Resolución: 
Por definición: 1< 5x-4<2 


6 
Sumando 4: 5<5x<6 es l<x< 5 


“.x€ [1;6/5> 

Propiedades 

L  [xfeZ vxeR 

2. [x]sx<[x]+1 vxeR 
3. [x+n]=([x]+*n e neZ 


4. SineZ > ([x]>n e x=n+1) 
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5. SineZ => ([x]<n e x<n) 
6. SineZ => (Jen e x<n+1l) 


7. SineZ => ([x]=n e xn) 


Ejemplo: 


Resolver: | 


a 
x-1 
Resolución: 


Usando la definición: 


ass es 2< LA A <a 
x- x-1 x-1 
(D (1D 
Me 2 
Dem: 4<e3Í o (ar-3) > (2x-2) 


(xD? 
e 44-12x4+9> 4%-8x+44 e 44<5 


E (a) 
a 2x-3 2 2 
De (ID: 7 <3 = (2x-3)'<(3x-3) 


Ss 4%-12x+9<9%%-18x+9 > 5x-6x>0 


De (0) ACB) : 


6/5 5/4 
6d 
"xE<-e0>uU(—;- 
54 
Para graficar la función f(x)= [[x] habría que 


redefinir, sabiendo que su dominioes R ysurango 
es Z,, por ejemplo si: 


f00)= [x] =5 E 5<x<6 
1609= [x] =-2 a -2<x<-1 


CAPÍTULO V 


Funciones 


Ejemplo: 
Graficar f(x)= [| x] 


Resolución: 
Redefiniendo: 


3 3sx<4 

20 2<x<3 

le 1<x<2 
f6)=[x] =30 e 0<x<1 

1 S -1<x<0 

2 e -2<x<-l 

3 e -3<sx<-2 


Vemos que queda definida como la unión de 
funciones constantes, cuya gráfica es: 


Ejemplo 1 
Graficar f(x)= /[x] 
Resolución: 


L — Domf()=[x]>20 = x>0 
Il. Redefiniendo la función: 
0 > xel0;1> 
ls xell 2> 
V2 e xel23> 
3 e xel[3;4> 
2 e xel4;5> 


fo = 


IL. Graficando la función: 


Ejemplo 2 


Graficar f(x) = [V2 - 3x| 


Resolución: 

L Su dominio: 
223x220 e x<2/3 

IL. Redefiniendo: 


0 0<v/2-3x<1 
1 1<4/2-3x<2 
2<42-3x<3 
3<V2-3x <4 
4<V2-3x<5 


100 = 


Rh q. NN 


Resolviendo las desigualdades: 
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lll. Graficando 


. 


Propiedades del máximo entero 


[+7] 
d rap 


-[x]  sixeZz 
-[x]-1 si x2 Z 


9, Ext 
10. [1-x] =1+[-x] 


11. [2J-1:J+[x+*] 


N 
En 
pq) 
x 
E 
Ú 
En 
Lal 
tul 
+ 
pr 
e 
+ 
lt 
+ 
Pp 
x 
+ 
ES) 
EAS 


13. [n:]-pJ+(x+2 | |. 2. els eo 22 2) nez 
. [2x]=n e xe[5 mn 


*  2[x]=2n e xe[nn+l) a neZ 
<2 


14. Si [x]-[y]=1 > 0<x-y< 


Ejercicios para el lector 


1. Resolver 
-4|-3 
mg lt. 
a) [5x -4] | 7=x 
Palo 3]. 
ol oa 


2. Grafique la función 


£009)= [x+|x—1[] 
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Función potencial general 
Se denota por: 
(9=x”, x>0, donde neR 
cuya gráfica tiene forma distinta, dependiendo 
de n. 


y=x",x>0 A neR 


CARACTERÍSTICAS DE ALGUNAS FUNCIONES 
REALES 


1. Funciones acotadas 
Una función es acotada cuando el valor 
absoluto de la función es menor que cierto 
número real fijo, para cualquier valor de la 
variable. Es decir, f es acotada si existe un 
número real M>0 tal que |f(x)] <M 


Y x e Dom f, M se llama cota de la función. 


2. Funciones crecientes o decrecientes 
L Creciente 
Una función f es creciente en <a;b> si 
para todo x,, x, € <a;jb> con x, <X, se 
cumple f(x.) <f(x)). 


CAPÍTULO V 


x,<x, => f(x) <f(xo) 


ll. Decreciente 
Una función f es decreciente en <a;b> 
si para todo x¡, Xx, € <a;b> con x¡ <x, Se 
cumple f(x) >f(xo). 


x,<x, = f(x) >f(x2) 


3. Funciones periódicas 


Una función f con dominio Dom f, se dice que 
es periódica si existe un número T + 0 tal que 
para todo xe Dom f = T+xe Dom f se 
cumple f(x+T)=f00) V xe Dom f. 

Al menor valor real positivo de T se llama 
periodo de la función f. 


4. 


Funciones 


Función par 

Una función f es par si x, -xe Dom f 
cumpliéndose que fí=)=f(0 Y xe Dom £. 
La gráfica para x>0 se refleja para los x<0. 


ZO 


Ejemplos: 
LL f09=2|x] + 


1 
H == 
go) +1 
Función impar 
Una función es impar si x, -x e Dom f 
cumpliéndose que f(=x)=-f(x) V xe Dom £. 


Ejemplos: 
L  f0)=x 


Xx 
IL Ad=35+137 


Función univalente 

Llamado también función inyectiva o uno a 
uno. 

Se define para todo par de elementos distintos 
del dominio, sus imágenes son distintas. 


A 


Ga +x > fG)e100) Y 100 Domf | 


Equivalentemente (p>q + —-q=>-—p) 


(Si 0 100) => x= Vx y eDom | 


Ejemplos: 
L  ¿fO0)=3x-1 es inyectiva? 
Veamos: 


Sean Xy, x, € Dom f 

Si f(x)=f(c,) = 3x,-1=3x,-1 
> 3x,=3X, =>X¡=X) 

+. fes inyectiva 
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IL ¿gl0)=x2+x-1 es inyectiva? 
Veamos: 
Sean x,, x, e Dom f 
Si glo )=8(x) => xP+x 1=x2+x, 1 
=> IX ¿Sy 
> (x  +x (xp) +(x,x2)=0 
23 (xxx +x,+1)=0 
> X¡=Xg v X +x2=-1 
-. 8 no es inyectiva 


Gráficamente: se dice que una función f es 
inyectiva y toda recta paralela al eje X corta a 
la gráfica de la función a lo más en un punto. 


f es inyectiva 


7. Función sobreyectiva 
Llamada también función sobre o suryectiva. 
Se llama así cuando su conjunto de llegada 
es cubierta por el rango. 


f 
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3. Función biyectiva 
Una función f es biyectiva si es inyectiva y 
suryectiva a la vez. 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 

Llamadas también funciones no algebraicas 
o trascendentes del tipo trigonométrico. 
Las funciones trigonométricas se definen de la 
siguiente manera: 
Considere una circunferencia de radio r con 
centro en el origen. 


. XyYyxXxoyr or 
y los cocientes >> 72177 7, donde x e y 
son las coordenadas de un punto P sobre la 
circunferencia. 

A medida que el punto P recorre la circunferencia, 


el ángulo 8 (medido en radianes) que forman el 
radio de la circunferencia y el eje X, varía y se 
puede asociar a cada valor del ángulo un valor a 
cada uno de los cocientes mencionados. Estas 
relaciones son las funciones circulares o 
trigonométricas. 


CAPÍTULO V 


Observe cuando el punto P ha recorrido toda la 
circunferencia se llega a una situación idéntica a 
la inicial. 

Si consideramos el radio 1, a la circunferencia se 
le llama “circunferencia trigonométrica”. 


Como sen9= E => y=sen0 


y 
cosé == => x=c0s0 


En el plano cartesiano se tiene: 


OD=cscé 


Identidades trigonométricas 

sen? 0 +c0s? 8 =1 

1+cot 0 =csc? 8 

1+tan? 0 =sec? 0 
Estudiemos el comportamiento geométrico de 
cada una de estas funciones. 


1. Función seno 
Es una función denotada por “sen” con 
dominio todos los reales y su regla de 
correspondencia: y=f(x)=senx. 


Dom f=R , Rang f=[-1; 1] 
Algunos valores particulares de la función 
seno. 
x |O0 x/6 1n/4 uU3l 1/2... 
senx|0 1/2 42/2 43/2 1... 


Funciones 


Gráficamente 


Observamos que después de que x ha 
recorrido 271 se repiten las características. 
En este caso se dirá que el seno es una 
función periódica de periodo 2r , es decir: 


senx=sen(x+ 21) =sen(x+ 47)=...=sen(x+ 2k11) 


Función coseno 
Es una función denotada por “cos” con 
dominio todos los reales y su regla de 


Algunos valores particulares de la función 
coseno. 

x JO x/6 1/4 m3 1/2... 
cosx|1 V/3/2 Y2/2 1/2 0... 
Gráficamente: 


La función coseno es una función periódica 
de periodo 21. 


Función tangente 

Es una función denotada por “tg” con dominio 
todo R menos los de la forma (2k+1) 7/2; 
keZ. Su regla de correspondencia 
6) =y=tanx. 


253 


Algebra 


, 


Lumbreras Editores 


Funcionalmente: 


Su gráfica es: 


=d 


A e nen 


+ 
18 


ecx, xe R-(2k+1)/2 


A E RR 


tos 


Cuya gráfica es: 


1 


Lsiz 


o ts 6d 


ón periódica 


tangentes es una funci 


La función 


de periodo T. 


Función cotangente 


Es una funci 


4. 


denotada por “cot”, se define: 


ón 


3 
ES 
3 
93 
1] 
AA 
E 
iS 
A) 
=8 
e 
2 y 
65 
nia 
E 
yw 
Fd 
vg 
19) 
30 
172] 
Sc 
an 
sg: 
Na] 
oS 
292 
>] 
¡O | 
o 
H 
ES 
ha 
-l5 
Il 
da] 
e] 
o 


de periodo 27. 


2 
keZ 


y=cotx, xeR=kit; 


., 


Función cosecante 


L 


se define: 


) 


asc” 


“ 


Es una función denotada por 


Cuya gráfica es: 


Cuya gráfica es: 


ón periódica de 


Vemos que es una funci 


periodo T. 


.z 


Función secante 


5. 


Es una función denotada por sec, se define: 


ión periódi 


Su rango es <-«; -—1]u [1;+e >, es una 
funci dica de periodo 21 


SEE /cosx +0 
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Funciones 
A A __— QEuEr——— A Funciones 


Algunas identidades trigonométricas 
Il. sentx+cos?tx=1 

2. 1+tandx=secix 
3. I+cotx=csctx 
4 


senx.csex=1 xeR-(nm;neZ 


5. cosx.secx=1 xeR - (2n+ y ¡neZ 


6. tanx.cotx=1 xe R-3m;neZ 


7.  sen(xz y)=senxcosy + cosxseny 


8.  cos(x+y)=cosxcosy F senxseny 
9. sen2x=2senxcosx 
10. cos2x=cos*x-sen?x 


11. cost-cosy=—25en| sE sen ( 


a 
IST] 
e 
ERA) 


12. cosx+cosy=2c0s [2 ] cos [E ] 


13. senx+seny=2sen (52) cos [7 ] 


tan x + tan y 


14. t +y)= —_—___—— 
mesy) 1- tan x tan y 


Ejemplo 1 
Halle el rango de la función 
f00) =sen3x+c0s3x 


Resolución: 
Partimos de la identidad 
sen?3x+c0s*3x=1 


Sumando m.a.m. 2sen3xcos3x 

= sen"3x+2sen3xcos3x+c0s'3x=1+2sen3xcos3x 
> (sen3x+cos3x)"=1-+sen6x 

Sabemos que -1 < sen6x< 1 

> 0< 1 +sen6x< 2 > 0< (sen3x+cos3x)? < 2 

De donde: 


4/2 s sen3x+cos3x< y2 


-. Rang f= [-42, v2 | 


Ejemplo 2 
¿Es periódica la función h0)=5c0s7xsen7x+9, 
en caso afirmativo cuál es su periodo? 


Resolución: 
Por definición de función periódica f(x) es 
periódica si existe un Te R tal que f(x+T)=f(0). 


Si hx)=5c0s7xsen7x +9 
h(x+T) =5cos(7x +7T)sen(7x+7T)+9 


=> 5cos(7x+7T)sen(7x+7T)+9 = 5cos7xsen7x+9 


Si x=0 = cos7Tsen7T=0 


Luego sen14T =0, de donde: 
-A,T,3m, 
147714" 


El menor valor de T que verifica (1) es Ñ 
-. su periodo es ; 


TRAZADO DE GRÁFICAS ESPECIALES 

Consiste en trazar la gráfica de algunas 
funciones más complicadas partiendo de las 
funciones elementales, se tiene los siguientes 
criterios. 


1. Desplazamientos 
a) Desplazamiento horizontal 


Se utiliza para graficar f(x + k) partiendo 
de f(x), así: 
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Ej lo: 


Graficar: y 
a) fl)=4x25 a, 
b) 8) =4+4x+4 OPÁRIS 


J 
“AMOR A SOFÍA 
) n= — 
PO 
Resolución: 
a) 
Y 


YX lx-5 


5 x 


b) g0)=(x+2)?, desplazamiento a la 
izquierda, 2 unidades. 


Q+2Y 


Y 


—2 


cd) ho)= = 
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b) Desplazamiento vertical 


Y 


Ejemplo: 
Graficar 

a) foo) =3x+2 
b) gL)=x4-3 


o) hbo)=1|x]- 4/2 


Resolución: 
a) fo0)=3x+2 


Álgebra 


YA fi tb 


CAPÍTULO V 


Funciones 


0) hG9=|x]-/2 


2. Reflejos 


a) Reflejo en el eje X 
Para graficar —f(x) partiendo de f(x). 


Ejemplo: 
Graficar: 

a) f00)= -Y2x-1 
b) 860=-|x-1| 


Resolución: 


a) ft0)=-v2x-1 


b) Reflejo en el eje Y 


Para graficar f(-x) a partir de fG0). 


15 feo 


> 
ly X 


De 


Ejemplo 
Graficar 
a) fl) =-2x+1 


b) g0)= Y-x+2 


Resolución: 


3. Dilatación - Compresión 
a) Graficar f(x) a partir de f(x), ae R* 


l. Sia>1 se dilata verticalmente. 
II. Si0<a<1 se comprime verticalmente. 


Ejemplo: 
Graficar 
a) f6)=5(-D? 


b) gLO)= Za 
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Resolución: 4. Valor absoluto 
a) f00=5(-1Y us z Nano] a) Para graficar |f(x)| partiendo de f(x) 


b) Graficar f(ax) a partir de f(x) Ejemplo: 
L Si a>1 comprime horizontalmente. Graficar f—)=]5x-2]| 
Il. Si O<a<1 se dilata horizontalmente. 

Resolución: 
Ejemplo: 
Graficar | nor 


a) fo) =5x+1 
b) g—)=sen o 


Resolución: 
a) fo) =5x+1 
y=5x+1 


b) Para graficar f(|x]) a partir de f(x) 
Como f(|-x|)=1(|x|) se ve que f(|x/) es 
una función par, por lo cual sólo se 
requiere la gráfica para x> 0 ya que para 
x<0 será sólo un reflejo de f(x) en el eje Y. 


Ejemplo: 
Graficar f(|x|) 
10) =(-DG2) 0-3) 


Resolución: 
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CAPÍTULO V Funciones 
ÁLGEBRA DE FUNCIONES ' a 
Es el conjunto de relaciones u operaciones Resolución: 
entre dos o más funciones. > 
10) = | A 
IGUALDAD DE FUNCIONES =x x<0 
Dos funciones f y g son iguales si tienen el 80)=x, xeR 
mismo dominio y la misma regla de Vemos que f0) x go) 
correspondencia, es decir: 148 


Ejemplo 1 
¿Las funciones: 


x 
f_0= 1x1 , xXeR-(0) 


g(x)=sgnx x+0 
son iguales? 


Resolución: 
Redefiniendo 


zx 0 
id l x>0 
f9= > f(1)= 
x -1 x<0 
= x<0 
=x 
1 x>0 
g(x) =sgnx= xz0 
-1 x<0 
Vemos que Dom f=Dom g 
10) =860 
-.f=g 
Ejemplo 2 


¿Las funciones: 


109= 4? 


gx) =x 
son iguales? 


UNIÓN DE FUNCIONES 

(función con más de una regla de correspondencia) 
La unión de funciones genera otra función si y 
sólo si la intersección de sus dominios es vacío, 
salvo en los extremos donde las imágenes son 
iguales. 


£0) xe Domf, 
£00 xe Dom f, 


f09)=4£ 00) xe Dom f, 


00d  xe Domf, 


Si f(x) es una unión de funciones, f(x) será otra 


función si Dom f, n Domf, — ...... Don f,= 6 , salvo 
en los extremos donde sus imágenes coinciden. 


Y 


> Y 


£0) xe Domf, 
£ (x xe Dor Í, 
It9= ¿(x) 2 


fax)  xe Dom f; 


£0O  xe Dom f, 


Ran f=Ran f, y Ran f, u Ran f¿u Ran f, 
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Ejemplo 1 
Graficar la función 


—2x+1 
f0O)=34x-2 xel23> 


x-11 xel34> 


xe<-1,2> 


Resolución: 
Graficando cada una de las funciones en sus 
respectivos dominios. 


x+l  xe<-2-1] 


l-x?  xe<-10> 


f00) = 
JYi=x xel0;1> 
xX-5 xe<l2] 
Resolución: 


Graficando cada una de las funciones. 
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ADICIÓN DE FUNCIONES 
Dadas las funciones f y g con sus respectivos 
dominios, la función suma f+g se define así: 


Dd 


1 bom (E Denis bi | 


Ejemplo 1 
Dadas las funciones: 
f=(6¡0; Q;D; +7); 1:07 
g= (3,2); (5;D; (03); 0:97 
Halle f+g 


Resolución: 

Sabemos que los dominios respectivos son: 
Dom f=(3; 2; -3; 1) 
Dom g=(3; 5; 0; 2) 

= Dom(f+g)=Dom fi Dom g=(3; 2) 

Sus imágenes 
(+93) =1(3)+2(3)=44+2=6 
(4+90(2)=1(D)+20)=1+4=5 

Por lo tanto 
f+8=1(3:6); (2,5) 


Ejemplo 2 
Dadas las funciones: 
0) =x-5x+1 xe <-4; 2] 
800) =3x+7 xe <0; 7> 
Halle f+g. 


Resolución: 

Dom(f+8)=DomfnDomg==<-4;2] M <0:7>==<0;2] 
(M9D0)=100+800=04-5x+1)+(3x+7) 
 (49g0)=x%-2x+8, xe <0; 2] 


Ejemplo 3 
Dadas las funciones 


109 3x+1 
ia Áx-2x+5 xell¡4> 


xe<-21> 


x+5x xe<-7;0] 


gL0)= Do 
Halle f+8. 


xe<03> 


CAPÍTULO V 


Funciones 
€<KíK A Funciones 


Resolución: 
Sean 


£60 xeDomf, 

LG  xe Dom f. 
192 60. xeDomt, 
£f,0) xeDomf, 
2/0)  xe Dom g, 
go(x) xeDom g, 


g(x)= 


28m0) xe Dom 8,, 


(f, +8,)00 
(f, +8,)00 


x € [Dom f, Dom g,] 
x € [Dom f, Dom g,] 


(+g6)= 


(£,+8,)G6)  xe[Dom f, Dom g,] 


(£, +8m)00  x.e [Dom f, Dom 8,, ] 


(£,+8)00 está definido si y | 


sólo si Dom f, ADom gix*ó 
En el problema 


(3x+1)+(x? +5x) 
(3x+D+7 


xe<-2l>m<-7;0] 
xe<-21>nm<0;3> 
(+90) = : 
(dx-2x+5)+2+5x xell4>0<-7:0] 


Vx -2x+5+7 x€[4>nm<0;3> 


Reduciendo 


x2+8x+1 xe<-20] 

3x+8 xe<0;1> 
(+8 e0= +3x+/x +5 xe 

Áx -2x+12 xe[1:3> 

x2+8x+1 xe<-2;0] 
(+90) = 33x +8 xe<0;1> 

Vx —2x +12 xell3> 


La gráfica de la función suma 

Sean f y g dos funciones con sus respectivos 
dominios. 
Recordando la definición de la adición de 
funciones. 

; Ñ Dorm (f + g) = Dom f Dom g 

“1. (+969=100+800 

Vemos que f+8 está definido sólo si: 

Domfa Dom gx y 
Graficando se tiene: 


Ejemplo 1 


Graficar la función f(x)=x+ /x con xe <1;4]. 


Resolución: 
Si f09)=f,09+f£,00 con xe <1;4] 


£,09=x, £,00) = Vx 


Graficamos f?, f, y f. 


Como se observa el rango de f=f,+f, es <2;6] 


261 


Lumbreras Editores 


Álgebra 


Ejemplo 2 
Halle el rango de la función: 


f00= /2x-1+45-2x 


Resolución: 
Sean: 


f,09= Y2x-1,2x-1>0 
L00= 45-2x ,5-2x>0 


Graficando cada una de las funciones. 
f00)= Y2x-1  x21/2 
£06)= 45-2x x<5/2 


+. Rang f=[2, 242] 


SUSTRACCIÓN DE FUNCIONES 
Dadas las funciones f y g con sus respectivos 
dominios, se define la función diferencia f-g. 


Ejemplo 1 
Si las funciones 
10) =é-5x+7 


xe <-4;2] 
2800)=22+7x-9 xe<3m] 


Resolución: 
L Dom (f-34)=Dom fa Dom g 
=x€ <-4;21]n <-3;1] 
= Dom (f-g)=xe€ <-3;2] 
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IL (-903=f00-800) 
=(1-5x+7)-(22+7x-9) 
=x-21-12x+16 


 (EYgo)=-2-12x+16 


x€é <-3;2] 
Ejemplo 2 
Dadas las funciones 
x2-3x+1 xe<-5-1> 
Vx+2+x xel[-113> 


80) =sgn x 
Halle (f-8)Gx) 


f00)= 


Resolución: 
Recordando que (f-g) está definido si: 


Dom fa Dom g% 4 


x?-3x+1 xe<-=5-1> 


fo) = 
Áx+2+x xel-113> 
1 x<0 

g0)= 0 x=0 
1 x>0 


LQ-3x+D-(-D xe<-5-1> 


> (£90)= (Vx+2+x)-(-D xe<-10> 


/x+2+x-0 x=0 
Áx+2+x-1 xe<03> 
Reduciendo 
-3x+2 xe<-5i-1> 
Áx+2+x+1 xe<-1,0> 
(E90)= $ E 
Áx+2+x-1 xe<0;3> 
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MULTIPLICACIÓN - DIVISIÓN DE FUNCIONES 
Dadas las funciones f y g con sus respectivos 
dominios, se definen las funciones producto y 


cociente respectivamente f-g ; f/g. 


Ejemplo 1 

Dadas las funciones: 
f=((3,5),42;3);(7,0),(4,3),(0,5)5 
8=1653),42;,1,(2:9);(4,0);(0;7)> 

Halle: 


a) fe 
b) fg 
Cc) 2 g 


Resolución: 
a) Dom (f-g)=Dom fn Dom g=(-2; 4; 0) 


(1-9 (2) =1(-2)8(-2) =3:1=3 
fg= ¿(f8)(4) = 1(4):8(4) =3:0 =0 
(£-9)00) = £(0):8(0) = 5-7 =35 
 fg=((-2;3); (4,0); (0;35)) 


b) Dom (f/2)=Domfn (Dom g A g% 0)=(-2; 0) 


12) _3 
A MESA 


Funciones 


32) =Dom f?” Dom g? 
=Dom fn Dom g 
= Dom (f?-g?)=(-2; 4; 0) 


Cc) Dom (f?- 


(2-9) = PL) -g 1-2) =3?-P=8 
PI = (PINO =P -g (4) =3*-0=9 
2 82)(0) =£*(0)-g*(0) =5? 7? =-24 


P-g?=((28); (4,9); (0;-24)) 


Ejemplo 2 
Dadas las funciones: 
x2-5 xe<-21> 
f60)= 
x+7  xell,3> 
80) =02-3)+1) 
Halle: 
a) fg 
py £ 
g 
Resolución: 


a) Dom f'g=Dom fi Dom g=x€ <-2;3> 


(2-5) -3 Mx +D xe<-2:1> 
(f£90)= 
A+DO?-3Mx+D xe[13> 


f 
b) Dom =Domfn (Domg a g%+0) 
=<-28>-N3;-43;-1) 


g69=0 => (2-3(+1)=0 


e x=43 y x=-/3, x=-1 


x-5 
2_ 
= (Ejo- (—-3Mx+D 
; 7 
EC xe[1,3>-([/3) 


xe<-2,-1>-[-1;-4/3) 
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COMPOSICIÓN DE FUNCIONES 

Si f y g son dos funciones en sus dominios 
respectivos, se define la composición de funciones 
denotado por fo g “f compuesta con g”, así: 


co torino e ur ss ra A AS 


| L | Donfogs EDOma/ Ochoa 
fog: 


É 


1 Cf 09) E9s S en) 


Dadas las funciones reales f, g 


Dom f 


Si existe un elemento en el dominio de g (xe Dom g) 
con la característica de que g(x)e Dom f, la 
cantidad f(g(x)) existe. 

Reunimos todos los valores x con la propiedad 
Rang gn Domf4 6. 


h 
Podemos construir una nueva función. 


hh: x > f£(800), RO) =(800) 
soma vemos: 


“Dom: h= (xxeDom g A a g0)EDom 0 


h se denomina la composición de f con g. 


Ejemplo 1 
Si las funciones 
0) =x-2x+3  xe <-3;2] 
800 =5-3x xe€ [1;4> 
Halle: 
a) fog 
b) gof 
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Resolución: 
a) I Domfog=(xe Dom g a g()e Dom f) 


xe [1:4> a (5-30)€ <-3;2]) 


-3<53x<2 = -3<-3x<-3 


= 3<3x<8 > 1sx<3 


== Dom fo g=114>0|15)=|15) 
103 3 


IL. (fo 9H6)=1(800)=(5-3x)'-2(5-3x)+3 
=9x*-24x+18 


-. (fo g)00)=9-24x+18, x€ 5) 


b) gof 
L  Domgof=[xe Domf a f(x)é Dom g) 


xe <-312] a 151x%-2x+3<4 
1<x-2x43<4 => -1<xé-2x+1<2 

> (x-1<2 => -Y2 <x-1< Y2 

= Dom gof=<-3,210(1-/2,1+v/2) 


=> Dom gof=xe€ (14/22) 


IL (89 N0)=8(f£00)) 
= 5-3(-2x4+3)=-3x" +6x-4 


(69 0)=-3+6x-4, xe (1-4/2;2] 
De a) y b) observamos que fogx*gof 


Ejemplo 2 
Si las funciones: 
1009) =]x]+2, xe <-1;0> 


g(x)=senx, x€ LE » 


Halle: 
a) fog 
b) gof 


CAPÍTULO V 


Funciones 


Resolución: 
a) fog 


L — Domfog=(xe Dom g a g(x)€ Dom f) 


ra 
ll <0 
xe (| > ») A -|1<senx 


-1<senx<0 = 5 <x<0 


=> Dom fo g=x€ (En) n (50) 


0 (43) 


IL. (fo 96) =f(800)=|senx| +2 
/ 


-. (fo g8)00)=|senx|]+2, xe (20) 


b) gof 


L Dom gof=(íxe Domf 1 f(x)e Dom g) 
=7 <lx1+2<5 > 3 2slk 5-2 


> XE0 


B gof 


Propiedades 


L 


(fo g) o h=fo (g o h), es decir, la composición 
de funciones es asociativo. 


Demostración: 
Para demostrar esta propiedad, tenemos que 
demostrar que (fo g) o h y fo (go h) tienen la 
misma regla de correspondencia y dominios 
iguales. 
I..  Doml(fo g) o h]=Domjffo (g o h)] 
=(xeé€ Dom h a hO)e Dom (fo g)) 
=(xe Domh 1 hb)eDomg A 
g(hG))e Dom f; 
=(xeé€ Domgoh a g(h(x))se Dom f) 
=(xe Domgoh a (go he Dom f) 
=Dom [fo (go h)] 


2. 


IL [(fo g) o hILO)=(fo (go MOD) 
=(fo 9 (M6) =1(g o dx) 
=(f(g 0 WO))=(fo (go HOY) 


Distributividad f, g, h 

a) (f+g)oh=foh+goh 
b) (f-g)oh=(fo h)(g oh) 
No se verifica: 

ho (f+g)=hof+ho g 


ho (f:g)=(ho (ho g) 


V f función, existe la función identidad 1 tal 
que: 


Ejemplo 1 

Dadas las funciones: 

f:R>OR g:R>R h:R-(0)>kR 
x> Xx x>x-1 Ml ES 1 

be 

Halle las funciones 

a) hogof 

b) gofoh 

Resolución: 

a) L Dom(hogof=Dom((ho g)of) 


IL (hogoND63)=(ho g)())=(ho 07) 


h(g0)=h0é-1)= == ,x+4(l 1) 


1 
.. (ho go HQ)= HP xeR-—4(1;-1) 


L Dom (gofoh)=Dom[(go f) o h] 


IL (go fo G)=(g0 DMC))=(go o A ] 


x 
1 1 1 
1(2))-8[7)=32 xz0 
1 
Gi (gofohtd==3-=1, xeR-1(0) 
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INVERSA DE UNA FUNCIÓN 


Álgebra 


Dada un función f biyectiva se define como 
la función inversa de f denotado por f*, como: 
Si f=(Gof00))/xe Dom f) biyectiva existe: 
P=1((£00,)/xé Dom f) biyectiva. 
De la definición vemos: 
L Dom f=Rang f*=x 
II. Rang f=Dom f*=y 


CÁLCULO DE LA FUNCIÓN INVERSA 
Si fes una función: 
y=fGx) biyectiva 
L Se despeja x, x=g(y) 
IL. Se reemplaza y por x yala función y se 
llama inversa de f y se denota por f*. 
> x=f*(x) 


Ejemplo 1 
Halle la función inversa de: 


x+3 o 
f) = izo *€ R -(-2) si existe. 


Resolución: 
Il... Veamos la inyectividad 
fx )=f()) => Xx =X 
x+3_x2+3 l 1 
AT= e l+ = 
x +2 x,+2 x +2 x¿+2 


D Xx +X9=X9+2 =>X¡=X 
=> fes inyectiva 
x+3 
Il. Sea 00 =y > y= +2 
Despejando x: xy+2y=x+3 


3-2y 
y-1 


> x(y-1)=3-2y =>x= 


> PF*0)= a xAl 


Ejemplo 2 
Halle la inversa de la función 


AE 
60= si existe. 
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Resolución: 
x+3 
x+2 
=> xXE <-eo;3]u <-2+ o > 
Il. Recordemos 
Dom f=Rang f*=<-0«;-3]u <-2;+ oo > 
Rang f=Dom f*=[0;+ co > 
[IL La función f es inyectiva, entonces, existe su 
inversa. 
IV. Cálculo de su inversa. 


L Domf: >0 


Sea f()=y= x+3 
UTA ES 
1 1 
Dd A 
IS 38 2 ! x+2 
1 1 
2x+2= Ya > x=-2+ y-1 


1 P09=-2+ 77, xe RAM) 
Propiedades 
1. Domf*=Rang f, Rang f*=Dom f 
2. f*esbiyectiva = 3f** y 

como f*=(f(00),x/xe Dorm f) 

> P=((Qa6f00)/xe Dom f)=f 

> Pe=f 


3. Característica geométrica del gráfico de f*. 


Es decir, la gráfica de la función inversa es 
simétrica de la gráfica de f(x), respecto a la 
recta de la función identidad y=x. 


CAPÍTULO V 


Funciones 


4. 
a) fof* 
L  Domffof*)=(xe Dom f* 1 f*e Dom f) 
=(xe Rangf a fe Rang f*) 


= Rang f=Dom f* 
IL. Regla de correspondencia 


sábre Dom] 


aa 


Tarea para el lector, 


Ejemplo 1 
Halle la función inversa para la función: 


—-4x+4 xe<-40> 


a si existe. 
x“-2x 


fo) = | 


xe<l3> 


Resolución: 
Graficando la función : par, vea su inyectividad. 


Vemos que la función es inyectiva, entonces tiene 
inversa. 
Hallamos la inversa de cada uno. 


Ly =-S-4/x+4 xe<-40> 
y +5=-/x+4 > x+4=(y+5) 
= x=-4+(y+5) 
> f00)=-4+(x+5) 


Su rango 
-4<x<0 > 0<x+4<4 


=> 0< Vx+4 <2=> 0>-4x+4 >-2 
> -5>-5-4x+4 >-5-2 

Como Rang f, =Dom f,*=<-7;5> 
E LO)=(+5)L45 xe <-7;5> 


IL £609=122x xe<13> 
82069 =(-D*1 
Hallando su rango: 
1<x<3 => 0<x-1<2 
=> 0<(-D)<4 > -1<(x-1)1<3 
= Dom f*=<-1;3> 
Sean f,()=y,=(x-D%1 = y,+1=(x%-1)? 


>xl=+/y,+1 => x=1 +/y, +1 


Por el Dom f,=Rang f,* 
£*0)=1+ 4x+1, xe<-13> 


(x+5)-4 xe<-7-5> 


 PO)= 
0) 1+4x+1 


xe<-13> 


Ejemplo 2 

Demostrar: Sean las funciones 

f: A>B y g: B>-C biyectivas, entonces (g o f)*: 
CA existe y es igual a f*o g*: C>A. 


Resolución: 
Por la propiedad 4, se prueba que: 


LL (ftog*) o (go f=I, 
IL. (g0f o (fo g*)=I 
a) (Mogt)o (gof)=f*o (g*o (go f)) 
=f*o (g*o g)of=f*o 10 f 
=f* o f=1, 
b) (gof)o (fo g*)=g0 (fo (fo g*)) 
=8 0 ((fo f*) o g*) 
=g0 lo g*=g0 g*=ly 
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FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 

Resulta conveniente definir, explícitamente, 
las funciones inversas de las funciones 
trigonométricas. 


Recordando que: 


Función Dominio Rango | 

y=senx ($5) l-50 
220) 

y=COSxX [0:77] [131] 


La función eii inversa denotado por: 


Úf(0)=N = O=arc FUN) | 
| 0= lA (N 


a A A a 


cen 


Función arco seno 


De y=senx, xe Ls 
22 


x=arc seny = y=arc senx. 
Sabemos: 
Dom f=Rang f*=[-1;1] 


RT 
Rang f=Dom f*=| -=:= 
ang om | 3 3 
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na , despejando x se obtuvo: 


Álgebra 


Graficando AY 
T y =arcsenx 
2. el 
pa pa 
il y = senx 
id id 
' t A 
z £ 1 > 
| ¿1 ¡ñ X 
a ] 12 
A AN AS ta 
L, -1 ; 
4 
3er lla : 


Función arco coseno 


G 10d = “are COsx, e, xel- nu 


De y=co0sx => x=arc cosy. 
= y=arccosx, xel[0;n] 
Graficando AY 


Función arco tangente 


=> arc tanx, xeR)' 


De y=tanx = x=arc tany. 
=> y=arctanx, xeR 
Graficando AY 


CAPÍTULO V 


Funciones 


LL E OOO O OS DO DO NÓ 


Función arco cotangente 
SONT des 


E (yYy= -arc cotx, xeR), : 
De y=cotx == x=arc coty. 
> y=arccotx, xeR 
Cuya gráfica es: 


Rang f=<0,1. > 


Función arco secante 


AA A A A O e e rr, 


f=4Guy)ly=arc secx, xeR=<-1; :1>)] 


A 


De y=secx = x=arc secy. 
=> y=arcsecx, xE<-e,-1]u[l+o > 


Cuya gráfica es: / Y 


=arc Sec x 


>X 


Rang f= 5) Es | 
A [9 olx 


Función arco cosecante 


(fs ( Eyly= arc esex, xeR-<-1; :1>) | ; 


a Di a id 


De y=cscx = x=arc cscy. 


=> y=arccsex, xeR-<-11> 


Cuya gráfica es: 


Rang f= —Eo)o(os 


Recordando: 


A 


eL fof*(y)= =y yeRang 


o dee 160 =x Xe Dom f: 


Ejemplos: 
*  sen(arc senx)=x 


*  seclare secx)=x 


x€ [-1;1] 


xe R-<-1;1> 


*  arccosícosx)=x  xel0;n] 

*  arccotícotx)=x  xe<0m> 
Propiedades 

L arc sen(=x)=-arc senx x€ [-1;1] 


arc cos(-x)= marc cosx  x€ [-1;1] 

arc tan(-x)=-arc tanx, xeR 

arc sec(=x)= 1 -arc secx xeR-<-1 1> 
arc cot(=x)= marc cotx xeR 


arc esc(=x)=-arc escx  xe R-<-1;1> 


T 
IL. arc senx+arc COSx= y , xel[-1;1] 
T 
arc tanx+arc cobe= >> xeR 


TC 
are sec x+arc csex= 2 xe R-<-1;1> 
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Halle cos(M+N) 
| Tk (para el lector) 


x+ 
II. arc tan x+arc tan y=arc tan 1 
Si xy<l => k=0 Respuesta: -1 
Si xy>1,x>0 => k=1 
Si xy>1,x<0 => k=-1 5. Halle el dominio y el rango de la función. 


e ed 
1009 =3 arc sec 2 3 


Ejemplos: 
UN CON Í El ) Respuesta: 
> 2|= De 
1. led cai a arc tan AL OS 
a 32 
71 
=arc tanl = 7 añado a se 
4 g 773 (210 
2. arctan2+arc tan4=arc al) 6. Demostrar que mediante los cambios de 
A variables: 


6 6 x=x'cos0-y'sen0 , y=x'sen0+ y'cos0 
=arc tan| -5 [+T=T-arc tan = NS a A 
7 7 se elimina el término x'y' de la ecuación 


Ar +Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0 si: 


3. arctan(-1)+arc tan (43) 0 qarctan| E 
2 A-C) 


—D+(-43) 
ia 1-En(=43) re Resolución: 
Reemplazando los cambios se tiene: 
=arc al A(x'cos0 — y'sen0) +B(x'cosB- y'sen0)- 
3-1 
(x"sen8+ y'cos0) + C(x'sen8+ y'cos0) + 
Como: D(x'cos0 - y'sen0) +E(x'sen8+y'cos0)+F=0 
E 43 +1 _ dm! Desarrollando e igualando a cero el término 
2 are cul) 7 = 7 | | (notable) x'y' se tiene: 
( 3 do A 
ST 7m x'y' ((2AcosOsen8+B(sen'0-cos0”)- 
== -ft=-— 
12 12 


2Csen0cos0)= 0 


de donde: (A -C)sen20-Bcos20=0 

] y2 2 

4. Si M=arc cos ME +arc sen| > 
7 = tan20= 


3445 
_ 


pe 
A-C 


E dan a 
2 A-C 


N=arc 0] +arc 0 
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Probiemas Pesueltos 


Problema 1 
Demostrar que: 


a) (AUuB)IAC=(ANC)Iu(BAC) 
b) (ANBJuC=(AuB)In(BuC) 


Resolución: 
Recordemos: 


NR RS 


a) Se demostrará por doble inclusión: 


L 


Cl Sea xe(AUB)AC 

=> xe(AuB) a xeC 

> (xeAvxeB)a xeC 

> (xeArxeC) v (xeB a xeC) 
> xe(AnNC) v xe(BnC) 

=> xe(ANCIU(BAC) 

=> (AUBIAC c(ANC)IUIBAC) 


>] Sea xe(ANC)IU(BAC) 

> xe(AnNC) v xe(BnC) 

> (xEAnAxeC) v (xeBaxeC) 
> (xeAvxeB) a xeC 

> xe(AuBInNC 

=> (ANC)IU(BAC) c(AUBIAC 


Con 1 y II queda demostrado. 


b) Queda para el lector. 


Problema 2 
Demostrar que BCA > (A-BJUB=A 


Resolución: 


A-B=(xeAnxeB)=(xeAnxeB") 


=(xeA NB) =A-BcAnBC 
Tarea AMBUCA-B 
Dedonde: |. 


(A-BuB=(ANB)UB=(AUB)IA(B UB) 
=(AUB)IAU=AUB=A (BCA) 


Problema 3 
Demostrar que Ax(BAC)=(AxB)A(AxC) 


Resolución: 
La demostración igualdad de conjuntos se hará 
por doble inclusión. 


L Cl Sea (x,y)e Ax(BNC) 
> xeAryel(BnC) 
xeAnlyeBryeC] 
De donde: 
> (xeAryeBla(xeAryeC) 
> (xy) e AxBa(x,y)e AxC 
=> (x, y) (AxBn(AxC) 
=> Ax(BAC)Cc(AxB)InN(AxC) 


>) Dejamos para el lector. 


Problema 4 

Sea [A,; A); ...; A,) un conjunto finito de conjuntos, 
en este caso se puede hallar la unión y la 
intersección de estos conjuntos. 


A¡UA¿U..... UA, =UA, =UA, 1=(1,2,....1) 


AJDA20....MAp =NA;= Id n; 
i=1 
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¿_:_ <__z- q ——— A A A OA 


De la ley de Morgan: 
1 


o los) 


Resolución: 


a) Uli-ki>= [0;1> u [1:2> U[2;3>...=[0; + e > 


> roo 


ñ a = 1 1 == 
Cc) Ao;)=<01>0(0.5)o(0)... ñ 


Problema 5 

Sea R la relación menor entre A=(1; 2; 3; 4) y 

B=(1; 2; 5), es decir (a,b)JeR > a<b 

L Expresar R como un conjunto de pares 
ordenados. 

Il. Representar R en un diagrama cartesiano de 
AxB. 

IL. Hallar el dominio de R y R”. 

IV. Hallar: 


a) RoR” b) RIOR 
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-10) 1 


Resolución: 


R=14(a;bl/a<b) 
Sabemos que ac A y be B. 
> R=(0:33/0:3/2:3/2:0):8:,4:5)) 


e ci ca E 


Ñ 
, 
, 
, 
1 
1 
1 
4 
1 
1 
' 
t 
i 


t 
t 
1 
1 
' 
, 
ps t 
--- + 
. 
' 
1 
' 
' 
' 
4 
' 
, 


2 3 4 D 
Dom R=(1; 2; 3; 4) 


R=((3,D); 6; 0,8,3,6:3,65,3),(3,49) 
= Dom R”=(3; 5) 


IV. a) RoR” 


R” o R=((1,0,4:3,0,3/0:0:Q:00:2); 
2:30:0:6,0,8:3,8:33,8,0; 
(40,434,349) 


CAPÍTULO V 


Funciones 


Problema 6 
Sea R una relación en A, es decir, RCAXA, 
entonces: 


L  Resreflexiva si y sólo si A, CR. 


A, =((aja)J/ae A) 
IL. Res simétrica si y sólo si R=R” 
UL Res transitiva si y sólo si Ro RER 
IV. SiResreflexiva=> RoR> RyRo Resreflexiva. 
V. SiR es simétrica Ro R'=RoR 
VI. SiR es transitiva => RoR es transitiva. 


Resolución: 
IL El conjunto A, =((a;a)/ae A) se llama 
diagonal. 


Además, R es reflexiva si y sólo si, para todo 
ac A, (ajaJe R si y sólo si A, CR. 
IL. De la definición de simétrica e inversa. 
Si R=((a;b/(a;b)e Ax B) 
R"=((b;9)/(a;b)e R) 
Si R es simétrica. 
(a:b)e R a (bja)eR => Rear” 
(bjaJe RT! a (ajb)eR => RUCR 
De donde R=R” 
IL. Sea (a;c)e RoR => 3b/(ajb)Je R A (b;c)e R 
Por transitividad (a;c)e R > RoRCR 
Por otra parte, supongamos que RoRCR si 
(ajb); (bic)e R => (ajcje RoRCER 
=> Res transitiva 
IV. Sea (a;b)e R 
=> Ro R=((a;c)e R 
(b;¡c)e R) 
Ahora bien (a;b)e R y como R es reflexiva 
(bib) e R, así (a;b)e RoR, es decir RcRoR 
Además, A, CREROR =>RoResreflexiva. 
Y. RoRT'=((a;c) 3be A/(a;b)e RT a (b;c)e R) 
=((ajc) Ibe A/(ajb)e R a (b;c)e RT) 
=R7oR por la simetría de R y R”. 
VI. Para el lector. 


Jbe A/(a;b)e R, 


Problema 7 
Si x=41;2;3) y Runa relación en x definido por: 
R=((,0:0;3,68,2) 


Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

L  Resreflexiva. 

IL. Res simétrica. 

lIL Res transitiva. 

IV. Res una relación de equivalencia. 


Resolución: 
L Vemos que (2;2)2 R => R no es reflexiva. 
IL Para(1;D) 3(l¡DEeR 
Para (2;3) 3(3:2)€ R 
> R es simétrica 
Otra forma se observa R=R = Res simétrica. 
IL. (2:3)E€R 1 (3;2)€ Rpero (2;2)8 R 
= R no es transitiva 
IV. Si no es reflexiva ni transitiva, entonces, no 
es una relación de equivalencia. 


Problema 8 

Contestar a las siguientes preguntas: 

a) Sea A un conjunto no vacío y R una relación 
en Á. ¿Cuándo se dice que R no es reflexiva? 

b) Sea A un conjunto cualquiera no vacío y sea 
D la diagonal de Ax A, es decir, D=((a;a)/ 
a€ A) ¿Qué solución existe entre todas las 
relaciones reflexivas R (en A) y D? 


Resolución: 
a) Resrelación reflexiva si Vae A, (aja)e R. 
R no es reflexiva si -(Vae A, (aja)e R) 


(Vas A, (aja)e R) =3ae A/(aja)e R 
Luego, R no es reflexiva. 


b) Si Ax 4, D=((a¡al/as A) > DCAxA 
Si R es reflexiva en A => Vae A: (ajaje R 
DR 
(aj¡aJe D,ac A > (aja)e R =>DCR 
R es reflexivaenA > DCR 


Problema 9 

Forma implícita de una función 

En muchos casos, resulta conveniente, o incluso 
necesario, representar una función mediante una 
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expresión algebraica en forma de igualdad, en la 
cual no aparece despejado ninguna variable. 

Un ejemplo que representa la descripción 
algebraica de la función cuadrática es 
Ax*+Dx+Ef()+F=0, donde f(x)=y se escribe 
como: 

Ax*+Dx+Ey+F=0 cuyo dominio es R . 

Un tipo muy importante de funciones son las 
“funciones cónicas”, que se encuentran al estudiar 
la relación de R en R, tal que asocia a cada xe R 
los valores de ye R que satisfacen la ecuación. 


Del discriminante B?-4AC depende la forma de 

la cónica, así: 

L. Si B*z4AC>0, la gráfica de la relación se llama 
HIPÉRBOLA. 

IL. Si BÉ=4AC=0, la gráfica de la relación se llama 
PARÁBOLA. 

III. Si B?-4AC<0, la gráfica de la relación se llama 
ELIPSE. 

Indique el tipo de función cónica que representa 

cada ecuación. 

a) +3xy+2y+5x-3y+2=0 

b) 1+4xy+5y Lx +2y-1=0 

Cc) 42+4xy+y?-3x+2y-5=0 


Resolución: 

Sabemos que el tipo de función cónica depede 

sólo del discriminante, así. 

a) 32-4(2)=1>0, entonces, su gráfica será una 
hipérbola. 

b) 4-4(5)=-4<0, entonces, su gráfica será una 
elipse. 

c) 4-4(4)=0, luego, su gráfica será una parábola. 


Problema 10 


Demostrar que g(x)=5+ /9-x es una función 
estrictamente decreciente en 0< x<9. 


Resolución: 
L El dominio de la función es: 9-x20 = x<9 
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IL. Seanx,,x,e Domg tal que x, <x, V x,x,€ Domg 
S -Xx1>-X, => 9-x,>9-x> 
Como Xy, Xy € <-0039] => 9-x,>0 an 9x,>0 
> Y9=x, > /9-x, 
> 5+/9-x,>5+./9-xz 
=> 8(x1)>8(%2), Vx; x¿€ <-00;9] 
-. g es decreciente. 


Problema 11 
Dada la siguiente relación: 


R=((cy)e RxR/x-yeR*) 


Resolución: 

Si x-yeR* «* x-y>0 
S y<x 

Graficando Y 


Problema 12 


Dada la siguiente relación: 
C=((<y)e RxR/|x-1|=/y-1]) 


Resolución: 


CAPÍTULO v 


Funciones 


—_aa—_ —_— ____ _ IS 


Problema 13 
Si AxB=((1:3,0:5),Q:3),Q;5)) 

BxC =186,3,8:,8,5/65:,65;3):(5;5)7 
Halle el conjunto (AuB)-C 


Resolución: 

Por definición: 
AxB =(ftodos (a;jbl/ae A a be B) 

Luego de AxB =((1;3);(1;5),(2;3),Q;5)) se tiene: 
A=(1; 2); B=13;5) 


De BxC =(63;3/68,3),3,5),6;2),(5:3),(5,5)) se tiene: 


C=12; 3; 5) 
Se busca (AUB)-C 
Definición: (AUB)-C =(xe A v xeB axe C) 
23 AUB =11;2;3;5); C=(2;3; 5) 
=> (AUB)-C =(1) 
-. (AUB)-C =(1) 


Problema 14 
Dada la función: f: R>R 
x>ox-2x+18 


y los conjuntos: 
A=(xe€ Z /f(x+3)=33) 
B=1xe Z /f(x-3)=21) 
Halle AxB 


Resolución: 

Sea la función: f(0)=4-2x+18=(x-)?+17 

A: f(x+3)=(x+3-)?+17=33 > (x+2)?=16 
> x+42=4 vx4+2=4 > x=2 vx=-6 
=> A=(2; 6) 

B: f(x-3)=(1-3-D)*+17=21 => (x4)=4 
> x4=2 vx4=-2 => x=6 vx=2 
=> B=(6; 2) 

con A=42; -6); B=(6; 2) 

AxB =((2;6);(2,2),(6;6);(6;2)+ 


Problema 15 
Dar el valor de verdad en: 
L Si A=ftxeZ/-1<x+2<4) 
B=(xe Z /3<x2< 4) 
se tiene que el cardinal de AxB es 3. 


IL. Si A=£(cy)e R? pdy-9y-1=0) 
se tiene Dom (A)= R -£-3;3) 
TIL. PGO=x es función si Rang f=<0; +00 > 


Resolución: 

Analizando las proposiciones: 

L A: -1<x+2<4 > -3<x<2 
=> A=1-22; -1; 0; 1) 
B: 3<é<4 => xe [-2-/3)0 (43;2] 
> B=1-2; 2) 


AxB tendrá 4x2=8 elementos. 
=> la proposición es falsa. 


IL A: y-9y-1=0 > y= ZO 
IAO0>21 BA 3 
=> Dom A= R -4-3;3) 
= la proposición es verdadera. 
IL. £G6)=x 
sifl9)>0 1 x>0 => f0)= Vx 
=> f es función si f(x) > 0 
= la proposición es verdadera. 


Problema 16 
Dada la siguiente relación: 
R=((x)€ R*/Qy)=9*) 
Halle Dom RA Rang R 
Resolución: 


La ecuación: x?+(y-2)?=3? es la ecuación de la 
circunferencia de centro en (0;2) y su radio es 3. 


Dom R=|[-3;3] 
Rang R=[-1; 5] 


-. Dom RN Rang R=[-1;3] 
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Problema 17 
Dada la función f: A>B 
PoR y2x-1 
[-x] 


Halle su dominio. 


Resolución: 
Para que la función esté bien definida es necesario 


que: 2x-1>0 4 [1-x]+0 


»  [I-x]x*0 => 1-x2[0,1> > -xe[-10> 
=> xe<0;1] > xe<-o0]u<l +0 >...... (B 


De (a) y (B): Dom f=<1; + > 


Problema 18 
Halle la semisuma del mayor y el menor valor 
entre que puede tomar la función. 
=É 
10)= 276x410 


Resolución: 

L — Hallemos su dominio. 
6x+10%0> (-3+1%0=> (-3)+-1 
Vemos que x puede ser cualquier número 
real (xeR). 


A 
x?-6x+10 
=> yi?-6yx+10y-2=0, ecuación que respecto 
axes de segundo grado y de soluciones reales. 


IL. Sea y=f(0) = y= 


Recordemos: 


Ax +Bx+C=0, Az0 tiene soluciones reales 
sólo si B-4ACA- (discriminante) — 


En el problema: 


(E6yY-4y(10y2)>0 A y*0 


36y”-40y"+8y>0 => 4y-8y<0 
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Ay(y-2)<0 => ye [02] a y+0 


= ye <0;2] > y puede tomar (valores enteros) 


y¡=1, y,=2 

ty, _142_3 

q 2.2 
Problema 19 


Halle el área determinada por A, donde: 


A=1(Goy e R?/lx]+]y[<8Ax20 ny2x) 


Resolución: 
Ix]+y<8 an x20 25 y2x 
y2x>0 
=> |x|]=x 
ly|=y 


Luego se reduce: x+yS<8 an y2x>0 


Área (A)=S 
328 


x+y=8 =16u? 


Problema 20 


Determine el rango de: 


00 = Y44x?-4x+1-x 


Resolución: 


100) = YQx-D? —x =|2x-1|-x 


Se redefine como 


0) 2x-1l-x e 2x-120 
xXx = 
A2x-D-x e 2x-1<0 
-1 > 1/2 
169= x x>21/ 
—3x+1 x<l/2 


CAPÍTULO V 


f, 
Graficando las funciones f(x)= | e 
2 


Rang f= [-35+>) 


Problema 21 


Si 1<x<2, calcular $ [x+k] 
k=1 


Resolución: 
Propiedad: [x+k]=([x]+k si ke Z 
Además como 1<x<2 > [x]=1 
Luego, se tiene: 
$ (1+)= 3 1+ Ek=n+20+D 
k=1 k=1 k=1 
Efectuando: 


É [e+xJ= pa 


Problema 22 


Hallar la longitud de la cuerda común de: 


FLO) =21-22 
Gb) =2+5 
Resolución: 
Igualando las funciones: 
2222=44+5 => 31 =27 


> x=3 v x=-3 


Funciones 


Graficando 


IMN| =3-(=3)=6u 


Problema 23 
Halle Domfu Ran f si: 


f609= eg LE |xfi+ Ll sen | al) x*0 


Resolución: 
Domf=(x20;x% 0) =<0;+00 > 
IxJI+41>0 1 1d2+x+1>0 VxeR 


IxP+1 


=1 VxeR 
A 


> sen 


1 
* x20=2x+1>1 >0<>3<l, x%0 
x“+1 


- lalo of] 


> f0)=x2+0, x>0 
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Álgebra 


Graficando 


> 


Dom f=R --(0) 
Rang f=R* 


. Domfu Rang f= R -(0) 


Problema 24 
Dada la gráfica de la función f()=ax+b 
Y 
f 
2 
á (1,2) 
X 


Calcular a:b 


Resolución: 
L  (0Oja)Je f >f(0)=a > a0+b=a > a=b 
L (Def >f(D)=2 > a+b=2 
De D y ID: 
at+a=2 =a=1,b=1 
-. ab=1 


Problema 25 


Dadas las rectas Y, y <2, tal que: 
L  <, pasa por puntos (1;5) y (2;3) 
IL 2,: 2ax(a+3)y=5 


Si Y, es perpendicular a £,. Hallar “a”. 
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Resolución: 


fla 5 
dad (E) a+3 


L|: y=mx+b 
_ 3-5 2 


m=73-1%3 


Propiedad: 

Ly y=Mx+b,, Lo: y=m,x+b, 
L 2 12 += mm,=-1 

IL. 2//2, + m,=m, 


2a 12 9 

tercicio: [2 1£2-1 2 
En el ejercicio: (3 >a 7 
Problema 26 
Si f0)=adl+bx+c, a>0, 1(0)=2 
Rang f=[1; + > 

9la? -5b* 
Halle ET 
Resolución: 


f0)=adé+bx+c > f(0)=c=2 = c=2 
Luego, completando cuadrado 


mera 22 la 


Por dato, f(1)> 1 => -L =1 >b*=4a 


9la?-5b* _ 9la? -5(4a) 


“Lo pedido: —2- LAA 


1 
1lab? Ila(da) 4 


CAPÍTULO v Funciones 


Problema 27 
Construir la gráfica de la función: 
x-1 
EE 


Resolución: 
Como |x]+1>0, Vx€R, entonces su dominio 


defes R. 
Redefiniendo la función: 


+1 x>0 
f69= x+ 
x-1 
x<0 
=x+1l 


Entonces: 
EE: e 
0)=4 x+l 
-1 x<0 


== —|-1 -1/3 0 1/3 1/2 3/5 


Problema 28 
Graficar la siguiente función: 
-1 
sera 


Resolución: 
I.. Observamos f=09=1(0, entonces f es par, 
luego, sólo sera necesario la gráfica parax> 0, 
ya que será simétrica respecto al eje Y. 
IL. Tabulando algunos puntos: 
x 10 1 2 SA 
69 | 1 -1/2 -1/5 11100 


TIL. Graficando 


Problema 29 
Bosquejar la gráfica de f(x)=4 lxlad, xe <-4:4> 


Resolución: 
L Se observa (E)=f00, entonces, f es par. 
IL. Para x>0 => f(0)=4x-x? 
> fLO=Lé-4x+4)+4=4-(x-2) 
TIL. Graficando para x> 0 y recordando que es 
una función par. 
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Dadas las funciones: 


lx ;x>1 
0s Ea x<-1 
y o x<0 


Xx 
50-| 2 1 


x-—=;x>1l 
x 


Resolución: 
L  Efectuando la adición: 


1 
—+x x€ ll +o0>n<-=0> y 
x 


I 1 
-— x€ [L+00> nm < l; +00 > 


TN ráci 


=x+l+x xE<-9,=1>M<-=00> 


=x+ler? Ll xe<=e,-1>M< 400 >= 4 
XxX 
Recordando que f+g está definida si 
Dom fn Dom g% 0 


2 LoS 
> (+80 = xo. xe<l+o> 
ll xe<-0s-1> 


IL. Graficando Y 


Problema 31 

Graficar la función f(x)=8(x) [senx| 

Resolución: 

L — Definiendo f(0) 
(00=809 0-|semx| xe<0;xm> 
6)=800 [senx|= l-[senx| xe<m4r> 


0 xe<0;xr > 


f0)= | 


isenx| xe<r4r> 
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11 


Graficando 


Y 


> X 


Problema 32 


La gráfica de la función [(0)=axl+bx- 3 


20 


intersecta al eje X en los puntos (-2;0) y (5;0); al 
eje Y en el punto (0;k). 
Hallar el valor de a-3b+k 


Resolución: 


L 


IL 


Intercepto con el eje X. 
2 
12)=0 = 4a-20-3 LEA 6) 


f(5)=0 => 25a+5b = Ovación. (ID 


2 
DeDyID a=3,> b=-2 


Intercepto con el eje Y. 


2 20 
-. a3b+k= 3 30)-3 =0 


Problema 33 
Sif(x)=5x+k a g(x)=3x-k 
Hallar el valor de k si se cumple: 


(fo 8100 +4=(8 0 DC)AEDOO 


Resolución: 


L 


Como f y g son funciones polinomiales, sus 
dominios para ambos es R . 


CAPÍTULO V 


IL + (fo g)60=f(800)=f(3x-k) 
=5(3x-k) +k=15x-4k 
e g(fL))=9(5x+k)=3(5x+k)-k 


=15x+2k 
*  (E9)0)=100-800 =(5x+k)-(3x-k) 
=2x+2k 
> (Eg) =2k+2k=4k 
En el dato: 
15% -4k+4= 15% +2k-4k 
2k=4 => k=2 
Problema 34 
2x 
Dada la función f(x)= 5 


Halle f(5x) en términos de f(x) 


Resolución: 
L  Deftd)==— => xf00 -5f0)=2x 
> x(1(00)-2=5100) => EE 
IL Sif()= > 1659= A 
s (69= 
5f00) 
ll. Reemplazando x= 0-2 en f(5x) 
5f(x) 
2 19- 2 10100 
> 160= 5165 1 500-100 +2 
1600 -2 
, _- 51() 
AS 2f(x)+1 
Problema 35 


Hallar el valor de x?+y? sabiendo que la función: 


F=((5;-0,3:3;(x-y-D:09;(04+y9) 


es una función inyectiva. 


Funciones 


Resolución: 
Recordando: fes inyectiva si: 


fQ0c)=f(x,) > x,=X, 
-1=1(5)=f(2x-y) > 2x-y=5 
2) = Y) > yox=-3 
De [2x-y=5 
y-—x=-3 
> x=2, y=-1 
y 224 (125 


Problema 36 
Sea la función f: [5;b]>[a;5], cuya regla de 
correspondencia es: 

10) =2-8x+7 
Hallar el valor de (a+b) para que f(x) sea 
biyectiva. 


Resolución: 
Si fes biyectiva será inyectiva y suryectiva a la vez. 
Suryectividad: 

(0) =1-8x+16-9=(x4)-9 
Graficando 


Como es creciente y suryectiva 
f(b)=5 > (b-49)-9=5 = (b-4)'=14 
> b=4+ /14, además a=f(5)=-8 
. a+b=-8+4+ Y14 =-4+ /14 
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Problema 37 
Dar el valor de verdad de cada una de las Y 
siguientes proposiciones: 


=x? xe<-0,0> 6|--:s : 
Lo f60=4 1 de 
— xE<;¡+0wo> ! 
Vx ' -.g es inyectiva 
admite inversa. ! ...(v) 
IL La función g()=2+4x-x? es inyectiva para UE X 
xEl2;+00 > 2 
II. El dominio de la es <0;6], donde: -. ges inyectiva. (Y 
g 


S > Ill. Vemos Dom f=<0;6] 
o=*[3)-4]2] A SsYa! Domg: 2+7x+18>0 


800)= Vx? +7x+18 > *-7x-18<0 


—9 <0 
Resolución: (9D (+2) < 
=> x€[-2;9] 


1 

LL  Tabulando pp 

a ME Asimismo 
1/16 1/9 1/4 1 4 9 


1/2 1/3 


pom[7) =Domfn Dom g a 800) 0 


a Dom) =<0:6]  [-2:9)-(2:9) 


Graficando f(x) 
$ -. Dom E =<0;6] (Y) 
g 
Problema 38 
X Sea la función: f: [0,6] >[-4;4] cuya gráfica se 
muestra a continuación: 
Función inyectiva y suryectiva. 
+. f00) tiene inversa (1) 


IL. Graficando: 
800) =2+4x4=-(-4x+4)+6 
=Ax-2) +6, xel[2;+0> 


282 


CAPÍTULO V 


Funciones 


A OO E OO DD O NÓ 


Según ello, dar el valor de verdad de cada una de 
las siguientes proposiciones: 

L  fes biyectiva. 

IL. |f| no es biyectiva. 

III. Existe g* donde g()=f(0 +]|fG60 |. 


Resolución: 

I Del gráfico f es inyectiva y suryectiva, 
entonces es biyectiva. 
-. fes biyectiva (Y 

IL. Graficando |f| 


Se observa que |f| no es inyectiva. 
-. Pf] no es biyectiva (1 
!I.. Sumando las funciones (gráficamente) 


Vemos que f+-|f| no es inyectiva. 
/. 3 no existe la inversa de f+ |f| (F) 


En consecuencia la respuesta es: VVF 


Problema 39 
Sean las funciones: 
100= Vx +3 
g60=1x| 
Halle la gráfica de (fo g)G0) 


Resolución: 
Recordando 
e | Dom (f +g)=xe Dom g age Dom f 
IL (£o9)6c) =f(860) 
L xeDomg a g(x)e Dom f 
xeR a]xlel-3+0> => xeR 


1x+3  x>0 
IL f(860)= fx|+3 = e 

Y/-x+3 x<0 
IN. Graficando 


Y 
3 
XxX 
Problema 40 
Si i=((y)e RxR/y= 21 
x+1 
Hallar f* (f* es la inversa de f) 
Resolución: 
x+l1-2 
A = = =1-—— i j 
L- y=f00 SH Pro inyectiva 
A 
- DeY= 1 xy +y=x- E 
x+1 
60 =>— 
=x 
Problema 41 


Graficar la siguiente función: 


£00)= Vx +l-xl +x [Lx] 


Resolución: 
IL Hallando su dominio: 


x+tl-xI>20 > lio... (a) 
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Lumbreras Editores 
-_ A — _——__E_ __-————_AAAAA A AAA ABE 


Por teoría se sabe que para todos (-x)e R 


se cumple: [-x1<(=0.......(B) 


De (0) y (8): x+l=x]=0 a xlx]=x? 


> f0=k%, xeZ 
IL. Graficando 
Al AY a 
rec aaa 
O A 
ie 
a E E O A > 
32-11 [0123 y 
Problema 42 
Grafique la función (P+0)0) 
Siendo: 
PO9)= x+ fl +3 xel23> 
x+a xEe<b;l> 


Q6I= El debe x€ [17 > 


x+c xe<8;d > 


Donde fa;b;c;d)cR 


Resolución: 
Redefiniendo la función: 


2Sx<3 > |xfex, dxé=x =>x>0 


PG)= x+lx/x=1lx43 x€e[2;3> 
x+a xe<b;l> 
2-lx/x-1x xel[17> 

Q6)= 
x+c xe<8d> 


Para sumar, recordemos: 


Dom P+0 = xe Dom PADom O 
ROS pee =P(0)+Q(o) 
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Entonces, 
x+llx—1Ux+3+2-[x/x=1x x€e[2,3> 

(P+0)69= x+lxdx—Tx+3+x+c xe0 
(x+2a)+2-[x4x-1]x xeb 
(x+a)+(x+0) xeb 


> (P+QU0)=x+5 xe[23> 


cuya gráfica es: Y 


Problema 43 
Sea $ =1x/x es una proposición) 
se define la función: 


l sixesV 


[9 >R por f(x)= O sixesF 


Según esto, de las siguientes afirmaciones cuáles 
son verdaderas. 

L— f(pa q) =f(p)f(q) 

IL. fp)=1-(p) 

UL fp > q)=1-£(p)+1(q) 


Resolución: 
Usando la tabla de verdad: 
L paq Por definición: 


YM íC9= l sixesV 
v F F “0 sixesF 
F Vi F 
F Fj|V 


[Va V)=f(V)=1=1-1=1(V)-£(V) 

(Va F)=f(F)=0=1:0=f(V)(F) 

K(F a V)=f(F)=0=0-1=f(F)-f(V) 

I(F a F)=f(F)=0=0-0=1(F)-K(F) 

> fípa Y =f(p)f(q) (v) 


CAPÍTULO V 


Funciones 


IL pl|-p FP) =f(V)=1-0=1-£(F) 
VÍ F f(V) =f(F)=0=1-1=1-£(V) 
F|v 
=> f(p)=1-f(p) (y 


1H. 


P>q=-p- vq 


(VU > V) =K(V)=1=1-1+1=1-4(V)+f(V) 
TV >F) =f(F)=0=1-1+0=1-£(V)+£(F) 
E(F> V) =f(V)=1=1-0+0=1-£(F)+£(F) 
F(F > F) =f(V)=1=1-0+0=1-£(F)+f(F) 
> f(p> q) =1-4(p)+f(q) (F) 


Problema 44 


Graficar la función: f(x)=x-|senx| 


Resolución: 
Si fOd=x, xeR 

f,00) =-|senx], xe R 
Vemos que f(x) =f,00 +(£,009) 
Luego, gráficamente: 


x>senx, x>0 => x-senx>0 


Problema 45 

x sen E six>0 
Graficar la función f(x)= x 
0 six=0 


Resolución: 
Vemos que la función f(x) es una función acotado 
entre x; -x dado que: 


x seny, <Ix| => -|x|<xsens| | 
x x 


E 1 
Es decir: x<xsen— <x para x>0 
x 


Luego, su gráfica: 


f0)=0 si —=mxr 


285 


Problemas Propuestos os 


1 


286 


Demuestre que: sean los conjunto A, B, C. 
a) Ac0 > A=Q 

b) (A-B)=A-(ANB)=(AUB)-B 

c) (AUB)-C=(A-C)uU(B-C) 

d) (ANB)-C=(A-C)n(B-C) 

e) (A-B)-C=A-(BUC) 

1)  A-(B-C)=(A-BJU(ANC) 

g) (A-B)-CcA-(B-C) 

h) AU(B-C)=(AuB)-(C-A) 


Sean los conjuntos: 
A=4x€Z/|x|<3) 
B= (xe Z/x?<7) 


Determine: 
a) AMB b) AUB 
c) A-B d) B-A 


e) (A-B)U(B-A) f (A-B)n (B-A) 


Demuestre: 

a) A=(ANB)JO(ANBS) 

b) BcA e (A-B)uB=A 

c) Si (A-B) U (B-A)= 6 e A=B 

d) SIAxB=0 > A=0 vB=0 

e) (A-B)x C=(Ax 0) AB x C) 

) SIANB=0 a AuB=C => A=C-B 


Al definirse la diferencia simétrica 
AA B=(A-B) u (B-A), demuestre que: 


a) AAB=BAA 

b) (AABJAC=AA(BAC) 

c) AAB=(AUB)AAN B) 

d) SIAAB=AAC > B=C 

e) AABACA(AAOA(BNC) 


Indique el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones: 

l. Sea A=(1; 2; 3; 4) y R una relación en A. 
R=((,,13),0,3,6,0),(4,0)) esreflexiva. 

II. La relación R=((x;y/x,y son triángulos 
semejantes) R es de equivalencia. 

III. A=(1; 2; 3; 4) y R una relación en A 
R=((1:3/6:9;(Q;D;6;3)) es simétrica. 


A) VVV 
D) VFV 


B) FVF C) FFV 


E) FFF 


¿Cuáles de las siguientes relaciones son de 
equivalencia? 
Il. R=((a;bYa es paralela a b) 
IL. R=((A;¡B/A CB, A, B conjuntos no vacíos) 
IL R=((ajb/a-b=n,a,beZ) 

(n : múltiplo de n) 


A) Sólo 1 
D) Sólo 1 y ll 


B) SóloIl C) Sólo Il 


E) Todos 


Señale el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
L. SeaA=(1;2; 3; 4) y R una relación en A. 
R=((xy/x=y v x+y=3) es de equivalencia. 
II. Una relación Ren R 
R=((x9/]x-1| =|y-1]) es de equivalencia. 
II. Sea R una relación Ru R”! es simétrica. 


A) VVV 
D) FVF 


B) VFV C) VFF 


E) FVV 


Señale el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
L. Sea A=[-1;1] y la relación Ren A 
R=((x,9)/x:?=y?) es de equivalencia. 
IL. SiR y S son relaciones transitivas 
=> RAS es transitiva. 
IL Si R es transitiva > R”! es transitiva. 


A) VVV 
D) FVV 


B) VFV C) VFF 


E) FFV 


CAPÍTULO V 


9. 


10. 


11. 


12, 


13. 


Dados los conjuntos: 
A= (xeR/||x|-1/<]x]) 
B=(xeR/||1"-1]] =x3 


Halle el cardinal An B 


A) 2 
D) 5 


B) 3 O 4 


E) Infinito 


Halle el dominio y el rango de la función: 
£00) =sgn(x+ 1)-sgn(x-1) 


A) Dom f=R ; Rang f=10;1;2) 
B) Dom f=R* ; Rang f=(0;1;2) 
C) Dom f=R”; Rang f=(0;1;2) 
D) Dom f=R ; Rang f=(-1;0;1) 
E) Dom f= RR”; Rang f=4-1;0;1) 


SiGo F()=x+2, FO) = +6 +12x+8. 
Halle GGo. 


A) Gb)=Yx B) G)= Vx 
O) G)= Y 
D) G()= Vx +2 E) Gt)=/x* 


Dados: A=(1;2;3), B=(a;b) 
Donde f=((1:3),(2),01,1);(2;2);05a)+ 


2 
Además: (ty +2Y_. 7 
2a+3 
Calcule el valor de a. 


A) 2 
D) 4 


B) 1 


Halle todos los polinomios F(x) lineales tal 


que (fof) El ME x%*0 y señale la 
x x 


suma de todos los términos independientes 
de las funciones obtenidas. 


A) -1/3 
D) 5/3 


B) 93 O 4/3 


E) -7/3 


14. 


15. 


16. 


17. 


AA 


Funciones 


Un alambre de longitud L ha de ser cortado 
en 2 partes, uno de los cuales será para 
formar una circunferencia y otra para formar 
un cuadrado. 

Dónde se ha de cortar para que la suma de 
las áreas del círculo formado y el cuadrado 
sea lo menor posible. 


Lx Lx AL 
A) — B — O — 
) r+2 ) T+9 ) n+4 
L Tr 
D — E 
) n+4 ) T+4 


De la gráfica de la función: 


x? 
= —=— fi : 
¡169) ap es falso que 


A) Existen asíntotas verticales en -1 y en 1 
B) Existe asíntota horizontal en 1 

C) Es creciente en <-1;0> 

D) Es creciente en <1l; +0 > 

E) Es decreciente en <0;1> 


El valor mínimo de la función1(0)= Vx? +x +1 
es “a” y el valor máximo de la función: 
g—)=-3+6x-1 es “b”. 


a 
Entonces b es: 


v3 v3 


AA 


wlé 001 


D) 2 E) 


Dada la relación definida por: 

S=1(xy)€ RxR /ly|<|x!; [0] <3) 

Halle el número de elementos del conjunto: 
P=((xy) ES/x,y€ Z y 


B) 8 O 9 
D) 13 E) 27 
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18. 


19. 


20. 


21. 
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Dadas las funciones: 


fo) = [x+3), Dom f=[-1;1] 


800= [Lx1+3), Dom g=[-1;1] 


Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

L  fes par 

IL. gesimpar 

TIL f y g son pares 


A) VVV 
D) VFV 


B) FVF C) FFF 


E) FFV 


Dado el conjunto: 
A=[xe Z/V3x-2-Vx+3<1) 


Determínelo por extensión. 


A) (1;2;3;.....310) 
B) (1;2:3;.....:11) 
CO) (1,234,563 
D) (1;2;3;.....;8) 
E) (1;2:3;.....:9) 


Si xe <0;1>, además: 


As lx +[x + EM] 


B=sgn(x+sgn(x+sgn x)) 


Calcule A+B 
A) 0 B) 1 O) 2 
D 3 E) 4 


Sea f. R>R una función definida por: 


sení(-9), O<x<l 


f = 

6d) Ix] , 1<x<2 

Determine el rango de la función. 

A) (1:12) B) [-1;2] C) 1:02) 
D) [-1:1> E) <1l;w»> 


22. 


23. 


24. 


25. 


Álgebra 


Halle el dominio de la función: 
-1 


109= yx sen(]x]+1)-1 +V4-x 


A) <oj-1>U<14] B) <->03-1> 
CO) <1;4> 
D) [4+0> E) <l+eo> 


Halle el dominio de la función: 


69 PeaLie ESLIAN ue 


px f+1 |x]+3 
A) <-45> B) [-45]1 O) [N3-1:7] 
D) [-4:5> dá 


Halle el rango de la función: 


100 2x-1 xe<lk2] 
MEA 2 41 xE<27> 
A) <1;3]u <5;50> 

B) <1;3] 

O) [3:5> 

D) <5;50> 


EX 1:31 u [5;50> 


Si el área de un rectángulo está definido 
como el área de la superficie rectangular 
inscrito, como se indica en la figura. 


Halle el rango de la función área. 


A) (he. 2) B) (0:20! 


474 4 
CO) <0ja> 

: _3abab 
D) <0;b> E) | q a 


CAPÍTULO V 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


Halle el rango de la función: 
10) =|x-2]+|x-1]+1 si xe <1;3] 


A) [2;4> 
D) [4; += > 


B) <2;4> C) <2;:4] 


E) <2;+w > 


Halle el rango de la función: 


f= (3) Vx (x?-4)> o] 


A) <-eo;¡-1>U <l; 400 > 
B) <-o;-1]u [1; + > 
CO) <-—o;-1> 

D) <--;-1>U <l; +00 > 
E) <-=;-1>U [1l; +00 > 


Dadas las funciones: 
O0=-5x+5 
5 
80) =-2x+ 3 
Indique el dominio de HGx) 


100 - 4800 
10) +3800) 


B) R-(10) C) R-(1;2) 
E) R -41;10) 


Donde H()= 


A R-(D 
D) R-(-1;-2) 
Halle Dom (f+g) N Rang (f+ 8) si: 

eg) xe<-12> 
f0)= | 


x2+2 x6 12400 > 


hd) xe<-<-1> 
=1 xE€<2+0> 


coa, 


A) <2;+e> B) <9+0> C) [9; +02 > 


D) R ¡1 
Dadas las funciones: 
fl) =4-1 xe <6;13> 


2b)=-6x+6 xe (42) 
Halle el complemento del dominio de 


(fo g)60. 


31. 


32. 


Funciones 


E) < ol] Piso) 


Dé el valor de verdad de cada una de las 
siguientes proposiciones respecto a la función: 


100) = YV-x? -8x -12 +Y-x? -4x 


L Existe f*(0) 
IL f(x) tendrá inversa paraxe <-3;-2> 
IL f£G0) es inyectiva si xe <-4;-3> 


A) FVF B) VFV C) FFV 
D) VVV E) FVV 
x  xel59> 

Si  f6)= 
AA e xe[10;16> 
g00)=x+5 xe [1;12] 
Halle (fo g)Go). 
A) (9 9)69= (x+ x€l[14> 
ca Ax + xe<5;11> 
A 
ES xel5;11> 
TO E (x-5? xe<k4> 
) gr00= Vx+5  xe<5l1> 
D) (fo )0)= Ñ xe<l4> 
xe<511> 
(x-5? xe<k4> 
E) (fo g))= 
- xe<511> 
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33. Dadala función: f()=ax"+ax+1, indique el 
intervalo de valores para a que hace que 
una raíz sea mayor que l y el otro menor 


que l. 
7. 
A) [05>  B) (Lo) C) <0;4> > 
D) <4; +00 > E) [8; +=] 
34. SeafO)=x+sgn(x +2) 
¿Cuál de las gráficas representa a y=f(x+1)? 
38. 
35. Grafique: 39. 
e x<0 
100 = Fx] 0O<x<l 
=seníx) x21 
40. 


36. Halle el dominio de la función: 


x-vx?-16 


1692 xlx+4]-x 


A) <-0;-4]u l[4; +0 > 
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B) <-o;-4]u [6; +0 > 
C) R-(0;4) 

D) <-4;6> 

E) <-0;-4lu [5; +0 > 


Determine el rango de la función: 


Ax 
g60=-=377 
A) [-2;2]140) B) R 
O Ri 
D) Ri E) [-2;2] 
; E ax+1-2a 
Si a 7 , xeR-1(-2) 


Halle el valor de a, para que f*=f (f* es la 
función inversa de f) 


A) 2 
D) -3 


B) 3 C) -2 


E) 1 
Sean las funciones: 

fo [-5:5]>R/f00)=x+1 

8: [-4:4]>R/g(x)=x-1 


h: [-3,3] >R/h(0) = x 
Halle (h* o g* o £*)* indicando su dominio. 


A) x22 B) xe [33] CO) x<3 
D) xe <-3;4> E) x<-—2 
Dada la función: 

x-3 1 
(0)= — + —= <1;2 
RN 
Es cierto que: 
L Es inyectiva 
II. Es creciente 
III. Posee inversa 
A) Sólo 1 B) Sólo II C) Sólo III 
D) Todos E) Sólo 1 y lll 


CAPÍTULO V 
AAA A A A A A FUNCIONES 


41. 


42. 


43. 


Dada la función: 
2 
Xx 
f(-3)==+1 
(6-3) 3 


t9= 1(2x -3) —kx 

Buu= f(Qx-3)+x 

Halle el intervalo al cual pertenece k de tal 
manera que su rango es <-3;3>. 


A) <-5;11> B) <-7;1> 
D) <-1;1> 


C) <-5;1> 
E) <0;1> 


Sea f una función constante definida por 
f(x) =a, donde a es un entero que verifica la 
relación x-1<a<x. 


cateue: 1490 + 1469) 
alcule: 1(17,99) 

AJO B) 1 O 2 
D) 3 E) 4 


Indique el valor de verdad de cada una de 
las proposiciones: 
L— f: -L1>><->=0] es suryectiva 

x+1 


x-1 


IL f£00)=5-V45-x2+2x, xe<-10> es 


inyectiva 


==? xe<-o0> 


!IL ge)= se cdt tiene inversa 
Vx 

A) VVF B) FFV C) VVV 

D) VFV E) FFF 

Resuelva: 


x1+12x1+3x] =14 


(UI máximo entero) 


45. 


46. 


Funciones 


A) <23>  B) (2,2) C) ES) 


5 58 

D) |7:3 E) |=:- 
> 13) > (Es) 
Analice la univalencia de la función: 


100)= Vlx]- x +4x+4Vx?-2x 


y halle la función inversa. 


y? 


8(x-4) 


A) £*b0)= 


e 


B) 0)= 3(x-3) 


2 


Xx 


O fb)= 8Q+2) 


e 


4(x-8) 
E) No existe su inversa 


D) f*Q0)= 


Resuelva el sistema: 


YN x-2]-5+Y|x+3|-1050 ......... (D 


VAT 3 +9IIB=AT20 coccion. (1D 
A 6 B) R O 17 
D) <4;7> E) <8;-13> 


Indique el gráfico de la función: 
100)=/|2x*-8]x]+5), xe [-2;2] 
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48. 


49. 


50. 
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Dada la función fG)=x+WY4x?*+9 con 
xe [-4;4] 


Halle f* si existe. 


2-9 


A 1,9 

y 2 xe[-19) 
a 

B) Ed x€ [1,9] 
2x 
2 

C) E xEe<19> 
x 
2 

D) 9 xe<l9> 
2x 


E) fno es univalente 


Indique la gráfica de la función: 


x*-4 
os 


RS AS 


A 


b 
Dada la función (0) =ax” + 2 
Determine la condición que existe entre las 
cantidades positivas a, b, c para que f(x) > c, 
vVx>0 


2 


A) ab23 B) b?4ac<0 
C) 27ab?> 4c* 
D) ab>c E) 2Vab =Ye 


51 


52. 


Sea 
248x412 xe<-6;4> 
00) = x+2 xel-2;1> 
x 5 
+= 1,4 
343 x€ [14] 
Determine f*, si existe. 
4+4x+4 xe<-40> 
A) F(9= 1? -2 x€ [0;/3) 
3x-5 xel2;3> 
-4+4x+4  xe<-40> 
B) f*(9=]1-2 xe[0;43) 
3x-5 xe[2:3> 
-4-4x+4 xe<-450> 
0) P9=/x?-2 xe[ 0,43) 
3x-5 x€ [2;3] 
-4-4x+4  xe<-4-1> 
D) ff0)= 41% +2 x€[ 0;/3) 
3x+5 xel2;5> 
A+ Ax +4 xe<4;-1> 
E) £(0=341%+2 x€(0;/3) 
3x+4 xe<23> 
Halle el dominio de la función: 
1 
f0O)= PES] 


Determine f*, si existe: 


A) xe <0;1> 
B) xe<-—;0> 
O) x€e<0; +0 > 


D) xE<-—>;0>Uu <l; +00 > 


E) xE<-=;-1> 


CAPÍTULO V 


Funciones 


53. Sila función cuya regla de correspondencia 


54. 


55. 


56. 


A) 


D) 


es: 


cosx+|cosx| 


0)= cos x— |cosx| 


Indique su rango. 


A) <-o;-1>Uu <l; +0 > 
B) <-—=;-1] u [l; +00 > 
O) [-1;1] 

D) (0) 

E) <-1;1> 


Sean f y g dos funciones tal que: 
1=(3,0);0;9;,09;2):(7:4) 
8=10,3,(7:5,(9:);,01;-0) 


Determine (fo g) o f* e indique la suma de 
elementos del rango. 


A) 3 
D) 5 


B) 2 0) 4 


E) 12 


Dada la ecuación [5x] =3x-2. Señale la 
suma de soluciones: 


A) -1 B) -2/5 C) -7/5 
D) -5/3 E) 2 
Grafique fo g, tales que: 
f(0)=Yl+x ; -1<x<2 
Ixl  x<0 
x= 
gu) 2-1 x20 
Y B) rr O Ar 
2 X -1 2x -l 2X 
Y E) AY 
2x G 3x 


57. Sea: f. R >[-11] tal que: 


58. 


59. 


-1 x6Q' 
l xeceQ 
Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
L.— WVxye Q;f00+f0)=2f(x+y) 
IL. Vx, ye Q'; 00 +f(y)=2f(x+y) 
Il. VxeQ, ye Q'; f00 -10)=1(y) 
IV. VxeQ'; f(x+2) =f(0) 


f0)= 


A) FVVV 
D) VFVV 


B) VVVV C) VVFV 


E) VFFV 


Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

L Sifbd= Vx, 8g0)=xY” > go f(-2)=4 

IL La función f: <-0;0] >[0;-+00 > tal que 


100) =x? es sobreyectiva. 
lIL La función f0)=|senx| es univalente en 
todo su dominio. 


A) VVV 
D) FVF 


B) VFV C) VVF 


E) FFF 


Sobre la base de la función f(1)= 1 * 
indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

IL... Es una función par. 

II. Es decreciente en todo su dominio. 

1 Admite infinitos ceros reales. 


A) FVF 
D) FFF 


B) VVF C) FFV 


E) VVV 


Halle el dominio de la función: 


FG)= 2x2] (HL 11+Y% 


A) <-> 1>ufy2] B) <-<;1] 
O <-1;:1> 
D) <-1;2> E) <-2;1> 
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Demostraciones 


APÍTULO 


John Von Neumann 


Fue el creador de la “teoría matemática de los 
juegos” que se utiliza en la actualidad en las 
decisiones empresariales y en la estrategia de 
la Guerra Fría. Se hizo famoso por su capacidad 
de solucionar mentalmente problemas que para 
otros matemáticos requerían coger papel y lápiz 
o incluso un calculador. Sus colegas a veces se 
preguntaban si la “rápida iluminación” de su 
intelecto no sugería “una especie superior al 
hombre”. 


Su mente exclusiva, finalmente, lo distinguió de 
los demás hombres. Después de un accidente 
de automóvil en Princeton, explicó este hecho 
de esta manera “Los árboles de la derecha me 
estaban pasando en sucesión ordenada a 60 
millas por hora. De repente, uno de ellos se 
puso en mi camino”. 


Logaritmos 


¿2 
109 m8 =m log,2 


Si'a>0 a b>0 a bei a neR a meR-(0) > 


>rUOSAma 


*»Regla de cálculo 


Basándose en las propiedades de los logaritmos, se construyó una sencilla máquina de calcular: 
la regla de cálculo. Neper, descubridor de los logaritmos, fue el que concibió la idea de la regla de 
cálculo en el siglo XVI. En el año 1671, Gunter construye la primera regla de cálculo con divisiones 
proporcionales a los logaritmos. La reglilla, en cambio, se debe a Seth Pasindge (1671). Lenoir 
Granet elaboró en 1820 el prototipo de las reglas de cálculo rectilínea, compuesto de una regla provista 
de ranura, en la que se puede deslizar una reglilla. En cambio, a Mannheim (1851) se debe el 
funcionamiento de las escalas y la aplicación del cursor. 

La regla de cálculo está basada en la propiedades de los logaritmos, sobre todo en la que expresa: 
“el logaritmo de un producto de dos factores es igual a la suma de los logaritmos de esos factores”. 
Con ella pueden efectuarse multiplicaciones, divisiones, proporciones, cuadrados, raíces cuadradas 
y cúbicas, superficies de círculos y cubos, potencias de orden superior, ecuacioens de primero, segundo, 
tercero, cuarto y quinto grado, además de las bicuadradas. Utilizando las escalas del revés de la 
regla móvil, pueden clacularse los logaritmos de los números y todas las líneas ingonométricas. 

Sus aplicaciones son innumerables. Entre ellas, el contenido de un depósito cilíndrico, la escala 
de un dibujo, el peso de una viga cuadrada, el cálculo de una placa de cemento armado, de una 
columna de fundición, etcétera. 

Este elemento matemático es de gran utilidad para comerciantes, contratistas de obras, 


carpinteros, contables, banqueros, técnicos electricistas e ingenieros. 


OBJETIVOS he : ] ; E 
+ «Reconocer e identificar las propiedades sobre los logaritmos como operadores. q 
» «Resolver ecuaciones exponenciales y ecuaciones logarítmicas aplicando las diferentes 
“propiedades de logaritmos. O 
+ ; Reconocer la gráfica de una función exponencial y una función logarítmica. 


INTRODUCCIÓN 

En la época de los grandes descubrimientos, las operaciones aritméticas fueron clasificadas en 
tres especies: la primera especie la conformaban las operaciones de adición y sustracción; las de 
segunda especie eran la multiplicación y la división; la potenciación y radicación eran de tercera especie. 
Resolver un problema de cálculo aritmético consistía en transformar uno de segunda o tercera especie 
en una especie inferior (primera especie) de manera que sea más sencilla. 

Entonces, el gran problema era hallar un proceso que permitiese transformar las operaciones de 
potenciación, radicación, multiplicación y división en una adición o sustracción y es así que el maternático 
y teólogo escocés John Napier (1550 - 1617) publicó la primera tabla de logaritmos en el año 1614, el 
cual llevaba por título: Mirifici Logarithrnorum Canonis Descriptio, que significa una descripción de la 
maravillosa regla de los logaritmos. Posteriormente, trabajando en forma independiente, el suizo Jost 
Búrgi (1552 - 1632), fabricante de instrumentos astronómicos, matemático e inventor, publica su tabla 
de logaritmos en 1620. 

Una tabla de logaritmos consta de dos columnas de números. A cada elemento de la columna de 
la izquierda le corresponde su logaritmo que es el número ubicado a su derecha. 

Si bien es cierto que realizar la tabla de logaritmos no ha sido sencillo; gracias a ella podemos 
multiplicar dos números sumando logaritmos, dividir dos números restando logaritmos, hallar una 
potencia multiplicando la base por el índice; es por ello que los logaritmos fueron indispensables durante 
tres siglos en el cálculo aritmético, el cual actualmente ha sido sustituido por las máquinas electrónicas, 
sin embargo, siguen ejerciendo un papel importante en el campo de las ciencias químicas, físicas, 
economía, estadística, etc. 

Alo largo de la historia se han establecido muchas tablas de logaritmos, pero la más usada es la de 
los logaritmos decimales, la cual fue elaborada por el matemático inglés Henry Briggs (1561 - 1631), 
profesor de la Universidad de Londres y Oxford, en colaboración con Napier. 

Actualmente los logaritmos se utilizan para trabajar cantidades sumamente elevadas, reduciéndolas 
a escalas más pequeñas; donde se pueden trabajar cómodamente, utilizando lo que se conoce como 
“papel! logarítmico”. En Química, por ejemplo, se utiliza los logaritmos para calcular el pH de las 
soluciones químicas. 
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| Teoría DE LOGARITMOS EN /R | 


TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD DEL LOGARITMO 
Para todo par de números reales a y x, tales que a > 0; a%1 y x > 0, existe un único número real y que 


cumple a' = x. 


Ejemplo: Sia=3 yx=81 =3! y=4 / 3*=81 


DEFINICIÓN DEL LOGARITMO . 


Dado un número real a>0 y ax1, el logaritmo 
de un número x > 0 en la base a, es el 
exponente “y” al que debe elevarse “a”, de 


manera que se cumpla que a? = x. 


Notación: 


y = log,x 
Se lee: “y” es el logaritmo de x en base “a”. 


De la definición se tiene: 


E y. > a. xi a>0; as 1) 


Ejemplos: 
e 3 
l 108,855 porque 2” = 8 


2. lo 8-4 ES 
: 8815 porque 3” = 81 


3. log 243=x Y 933 
E el => (3) = 


PAS e 
1 log (5x+2)=>2 > x=x+2=(7] 
A Gl : 
x-x-2=0 


(x-D(x+D =0 
x=2 a x=-1 


4D 


log,1=0 ; log¿a=1 ; 


Va>0;axl 
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ER, 
E: 
log 1=0 2. log, a=1 
100_+ 
KO 
l =1 = 
3. 08, 1055 5 e 1 


5. log,,)1 = noexistenen R , ya que a=-2 < 0 


6. log_y(-4)= no existen en R, ya que 
a=-4<0 


IDENTIDAD FUNDAMENTAL DEL LOGARITMO 
Utilizando la definición 

De y =l08B,X...ocoomcooco o... (1 
Tenemos que =xX.......... (2) 


Reemplazando (1) en (2) obtenemos la identidad 
fundamental: 


PS Vx> 


cinc cri 


A) 
¿90 


Ejemplos: 
LL 355 


2. (e 42) 020 =4 ; xXeR 


2 (aa ptes”, 


no existe en R, puesto 


que la base (v2 = v3 ) es negativa. 


CAPÍTULO VI 


PROPIEDADES SOBRE LOGARITMOS 


Si los logaritmos existen en R , entonces se 
cumplen los siguientes teoremas: 


Si x>0; y>0 naeR"H41) 
log, (xy) =108,, x +108, y 


Demostración: 
Demostraremos esta propiedad de dos formas. 
a. Por definición: 
Si log,x=m entonces a"=x 
log,y=n entonces a"=y 
Multiplicando ambas igualdades obtenemos 
+ Xy 
Por definición de logaritmos tenemos que 
m +n = log,(xy) 
log,x+log,y = log,(xy) 


b. Porla identidad fundamental 
x= log, x 


y= aloe. y 
xy = agar +08, y 


ale.) - q l0ga x+loga y 


:. log, (xy) = log,x +l0g,y 


En general: Si aeR*-(1) a (lx; y;..¡w)cR* 


TI 


15 o8.x + log.y +108,2 +, +logg 10] 


Ejemplos: 

1. log,15 = log,(3)(5) = log,3+l08,5 

2. log¿(3x) = log¿3+log4x ; x>0 

3. loga(x+2) +log,(x-2) = log, (x+2)(x-2)= 
=log¿Qé-4) ; x > 2 

4. Simplificar: 


los 1 3) 195)+1085(1+7)+.+108:( 1 y5) 


Logaritmos 


Resolución: 
Aplicando la propiedad del producto 


AAA 


= log; (5) =1l0g, 25 = 2 


neR 
meR;x>0 


n 
108 mx" == 108, X; 


Demostración: 
Si 108,.m Xx” = y 
my 
Entonces x" =a "Y: x=an 
Eos m 
Por definición: log, x = = y 


m n 
log, x = 78m Xx 


n 
 108,m Xx” = 198, x 


Consecuencias: 
Elspiris log, x <R — log 
ENE ; ne R] 


Le morro cc Cc CO VR cnn 


E logs = 


3. dogo O. A logs6= 10 
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4. 1083, 1024=l0gyV1024 =l0g,4=2 


5. log, 4=108 5 4% = log, 64 = 6 


sa 


log", x =(log, x)";¡neR 


Porlotanto log”a x + nlog,x 


6. log? x =(log¿x)(log, x) * 21083 x 
7.  log*¿81= (log¿81)*= 4? =16 


..' “TEOREMA 


Si aeR 41) a (xy) ER' 
Xx 


108,5) =108, Xx 108, y 


Demostración: 
Aplicando las propiedades demostradas 
anteriormente: 


6 ly log,(xy"') =l0g, x + log, y —1 
y 


=1l08, x-108, y 


1. 03,(3) = log, 5 — log, 9 


2. log¿7= 08() = log¿21-1 


3. Calcular: 
log.| — | + lo ES —- log = 
8293 /* 82] 74 ] "9821 99 
Resolución: 


cejas 
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= 108, =l0g,2=1 


AS 


4. Cambio de base 


“ TEOREMA. *:/ 
Si y¡aeR 41) nx>0 


Demostración: 
Por la identidad fundamental. 


L 0980 Y y 


a A). 108 ,y 


108, yl0g, x = 108, y 


+. 108, y= 108, Y 
log, X 
2. log,3= log¿ 3 dl log, 3 
log¿5 log, 5 
Consecuencias: 
log, x 
E 1 = _ 2 
a. log,x loa.> 


Entonces: Los 


CAPÍTULO VI 


Logaritmos 


Ejemplos: 


l. log,Slog7=108_7 
2. log,3 log, TTog,5 logz8”... 108132 
=1l08,32=5 
3. log¿125.10g,81.l0g, 36 = 
= (log, 5"log, 39 (log; 6?) 
=(3(0(2) 108, log,3 log 6=24 
AA 


UNO 


Cc. Regla del intercambio 


(05. =y 0 y > 07 ae RA 
a AS ST 


Demostración: 


¡ 
ye 08 Y — y!08a x108, y =( e 08: y ) AN y_s.x 


Ejemplos: 
log,5 _log¿5 log, 5 
, log, 5 = 922 = 332 - 8H 
813 108,7 log,7 108,7 
2 log, 6 ! 
iS log 4 


3. 31085 4 an 410853 


4 3 2 1 
; + + 
log,45+3  log¿40+2  log;72+1 


Resolución: 


3 2 1 
: + + 
log, 45+l0g,8 log¿40+log39  log;72+log;5 


e E E 
log, 360 — log, 360 - log, 360 


na a 
=3lo0g__2+2log_ 3+log_ 5 
360 360 360 


= 108360 2 +10836p 34 log 350 5 = 


= 108360 (2)(32)(5) =108:60 360=1 


SISTEMA DE LOGARITMOS 

De la definición del logaritmo se deduce que 
cualquier número positivo, diferente de la unidad, 
puede utilizarse como base de un sistema de 
logaritmos; por lo tanto, el número de sistema de 
logaritmos es ilimitado. Los más importantes son: 


Sistema de logaritmos vulgares, decimal o 
de Briggs 

Este sistema fue implementado por el 
matemático inglés Henry Briggs y tiene como base 
al0. 


Notación: 
log N = log; N 
T 


Se lee: "logaritmo decimal de N", no se escribe 
la base, se sobreentiende que es 10. 


1. log100 =2 
2.  log1000000 = 6 


Sistema de logaritmos naturales, neperiano 
o híperbólico 

El matemático escocés John Neper fue quien 
implementó este sistema, cuya base es el número 
irracional e= 2,7182... 
Notación: 
Ln N = log, N 

7 

Se lee: "logaritmo natural de N". 
Ejemplos: 


Ll Llneé=5 
2. en=7 


La función f(x)=e* se puede escribi 
mediante la serie de Maclaurin, así: 


Six=1:e =1+1+ ! Pe. 
21 31 
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LOGARITMOS DECIMALES 


Álgebra 


En las épocas en las cuales no se conocían 
las calculadoras, el uso de los logaritmos 
decimales era muy útil para realizar operaciones 
aritméticas engorrosas. 

A continuación, haremos una explicación 
detallada de los componentes de un logaritmo 
decimal y cómo se calcula cada uno de ellos. 
En las matemáticas se acostumbra representar 
todo número positivo “x” bajo la forma. 

x=axl0", neZ; l<a<l0 
Tomando logaritmo tenemos: 
log x = log(ax10”) 
Por lo tanto: 

logx=loga+n , O <loga<1 , neZ 
Denominaremos: 
loga = mantisa del logaritmo de x 
n = característica del logaritmo de x 


Es decir: logx = característica + mantisa 


La mantisa es siempre un número comprendido 
entre 0 y 1, pudiendo ser igual a 0, pero no igual a 
l. La mantisa nunca es negativa. 

La característica es un número entero, es decir, 
puede ser positivo, negativo o cero. 


CÁLCULO DE LA CARACTERÍSTICA 

La característica depende únicamente de la 
posición de la coma decimal. 

Determinemos la característica de los logaritmos 
de los siguientes números positivos. 


Número Característica 
1000 = 10* > 3 
683 = 6,83 x10* o 2 
0,456=4,56x 107 > sl 
0,0000362=3,62x 107 > 35 


Es decir, debemos expresar el número “x” así: 
x=axl0” 

Se observa que la coma decimal debe ubicarse 

inmediatamente después del primer número 

diferente de cero. 
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En general: 


Número 
Característica 


0,000...Omnp...z= m,np...zXx10"" conmx0 ->-r 
r cifras 


0,abc...m,np...z = ajbc ... mnp...2x10' cona +0 >r 
ralras 


Ejemplo: 
0,0000000378 = 3,78x10" => -7 
E VYY 


7 cifras 


2,37891204,2036 = 2,378912042036x10* — 8 
Si 


7 cifras 


CÁLCULO DE LA MANTISA 

Hemos mostrado cómo determinar la 
característica del logaritmo de un número. Sin 
embargo, encontrar las mantisas no es tan 
sencillo. Los métodos desarrollados en 
matemáticas superiores permiten el cálculo de 
una mantisa hasta el número deseado de cifras 
decimales. Las mantisas correspondientes a 
muchos números han sido calculadas y 
arregladas en forma de tabla (tabla de logaritmos 
o tabla de mantisas). Puesto que la mayoría de 
las mantisas son decimales ilimitados, se dan sus 
valores sólo aproximadamente. 


Dado log5,82=0,7649, escribir el logaritmo de 58,2 
y 58200. 

Las mantisas de los logaritmos de todos estos 
números son iguales a la mantisa dada, la 
diferencia está en la característica. 


log58,2 = log(5,82x 10) = 1+1lo0g5,82 = 1,7649 
log58200 = log(5,82x 10%) = 4+log5,82 = 4,7649 
La característica puede combinarse con la 
mantisa para producir una sola cantidad. 

Por ejemplo: 

log(0,0582)=l0g(5,82 x 10%)=-2+0,7649=-1,2351 
sin embargo, es preferible expresar un logaritmo 


con las partes decimales positivas, por ello 


escribimos E 
log 0,0582 = 2,7649 


CAPÍTULO VI Logaritmos 


MANTISAS DE LOS LOGARITMOS DECIMALES DE LOS NÚMEROS DE 1,00 AL 9,99 


A e A A 


1,0 0000 0043 0128 0170 0212 0253 0294 0334 0374 
b1 0414 0453 0531 0569 0606 0645 0682 0719 0755 
1,2 0792 0828 - 0899 0934 0969 1004 1039 1072 1106 
1,3 1139 1173 1239 1271 1303 1335 1367 1399 1430 
1,4 1461 1492 1553 1584 1614 1644 1673 1703 1732 
1,5 1761 1790 1847 1875 1903 1931 1959 1987 2014 
1,6 2041 2068 2122 2148 2175 2201 2227 2253 2279 
1,7 2304 2330 2380 2405 2430 2455 2480 2504 2529 
1,8 2553 2577 2625 2648 2672 2695 2718 2742 2765 
1,9 2788 2810 2856 2878 2900 2923 2945 2967 2989 
2,0 3010 3032 3075 3096 3118 3139 3160 3181 3201 
2,1 3222 3243 3284 3304 3324 3345 3365 3385 3404 
2,2 3224 3444 3483 3502 3522 3541 3560 3579 3598 
2,3 3617 3636 3674 3692 3n1 3829 3747 3766 3784 
2,44 3802 3820 3856 3874 3892 3909 3927 3945 3962 
2,3 3979 3997 4031 4048 4065 4082 4099 4116 4133 
2,6 4150 4166 4200 4216 4232 4249 4265 4281 4298 
2,7 4314 4330 4362 4378 4393 4409 4425 4440 4456 
2,8 4472 4487 4518 4533 4548 4564 A579 4594 | 4609 
2,9 4624 | 4639 4669 | 4683 4698 4713 4728 4742 4757 
3,0 4771 4786 4814 4829 4843 4857 4871 4886 4900 
3,1 4914 4928 4955 4969 4983 4997 5011 5024 5038 
3,2 5051 5065 5092 5105 5119 5132 5145 5159 5172 
3,3 5185 5198 5224 5237 5250 | 5263 | 5276 5289 | 5302 
3,4 5135 5328 5353 5366 5378 5391 5403 5416 5428 
3,5 5441 5443 5478 5490 5502 5514 5527 5539 5551 
3,6 5563 59575 5599 5611 5623 5635 5647 5658 5670 
3,7 5682 5694 5717 5729 5740 5752 5763 5775 5786 
3,8 5798 5809 5832 5843 5855 5866 5877 5888 5899 
3,9 5911 5922 5944 5955 5966 5977 5988 5999 6010 
4,0 6021 6031 6053 6064 6075 6085 6096 6107 6117 
4,1 6128 6138 6160 6170 6180 6191 6201 6212 6222 
4,2 6232 6243 6263 6274 6281 6294 6301 6314 6325 
4,33 6335 6345 6365 6375 6385 6395 6405 6415 6425 
4,4 6435 6444 6464 6474 6484 6493 6303 6513 6522 
4,5 6532 6542 6561 6571 6580 6590 6599 6609 6618 
4,6 6628 6637 6656 6665 6675 6684 6693 6702 6712 
4,7 6721 6730 6749 6758 6767 6776 6785 6794 6803 
4,8 6812 6821 6839 6848 6857 6866 6875 6884 6893 
4,9 6902 6911 6928 6937 6946 6955 6964 6972 6981 
5,0 6990 6998 7016 7024 7033 7042 7030 7059 7067 
5,1 7076 7084 7101 7110 7118 7126 7135 7143 7152 
5,2 7160 7168 7185 7193 7202 7210 7218 7226 7235 
5,3 7243 7251 7267 7275 7284 7292 7300 7308 7316 
5,4 7324 | 7332 7348 7356 7364 7372 7380 7388 | 7396 | 
(continúa) 
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(continuación) 

7404 7412 7419 7427 7435 7443 7451 7459 7466 7474 
a ] 7482 7490 7497 7505 7513 7520 7528 7536 7543 7551 
5,7 7559 7566 7574 7582 7589 7507 7604 7612 7619 7627 
5,8 7634 7642 7649 7657 7664 7672 7679 7686 7694 7701 
5,9 7709 7716 7723 7731 7738 7745 7752 7760 7767 7774 
6,0 7782 7798 7796 7803 7810 7818 7825 7832 7839 7846 
6,1 7853 7860 7868 7875 7882 7889 7896 7903 7910 7917 
6,2 7924 7931 7938 7945 7952 7959 7966 7973 7980 7987 
6,3 7993 8000 8007 8014 8021 8028 8035 8041 8048 8055 
6,4 8062 8069 8075 8082 8089 8096 8102 8100 8116 8122 
6,5 8129 8136 8142 8149 8156 8162 8169 8176 8182 8189 
6,6 8195 8202 8209 8215 8222 8228 8235 8241 8248 | 8254 
6,7 8261 8267 8274 8280 8287 8293 8299 8306 8312 8319 
6,8 8325 8331 8338 8344 8351 8357 8363 7370 8376 8382 
6,9 8388 8395 8404 8407 8414 8420 8426 8432 8439 8445 
7,0 8451 8457 8463 8470 8476 8482 8488 8494 8500 8506 
71 8513 8519 8525 8531 8537 8543 8549 8555 8561 8567 
7,2 8573 8579 8585 8591 8597 8603 8609 8615 8621 8627 
7,3 8633 8639 8645 8651 8657 8663 8669 8675 8681 8686 
7,4 8692 8698 8704 8710 8716 8722 8727 8733 8739 8745 
7,5 8751 8756 8762 8768 8774 8779 8785 8791 8797 8802 
7,6 8808 8814 8820 8825 8831 8837 8842 8848 8854 8859 
7,7 8865 8871 8876 8882 8887 8893 8899 8904 8910 8915 
7,8 8921 8927 8932 8938 8953 8949 8954 8960 8965 8971 
7,9 8976 8982 8987 8993 8998 9004 9009 9015 9020 9025 
8,0 9031 9036 9042 9047 9053 9058 9063 9069 9074 9079 
8,1 9085 9090 9096 9101 9106 9112 9117 9122 9128 9133 
8,2 9138 9143 9149 9154 9159 9165 9170 9175 9180 9186 
8,3 9191 9196 9201 9206 9212 9217 9222 9227 9232 9238 
8,4 9243 9248 9253 9258 9263 9269 9274 9279 9284 9289 
8,5 9294 9299 9304 9309 9315 9320 9325 9330 9335 9340 
8,6 9345 9350 9355 9360 9365 9370 9375 9380 9385 9390 
8,7 9395 9400 9405 9410 9415 9420 9425 9430 9435 9440 
8,8 9445 9450 9455 9460 9465 9469 9474 9479 9484 9489 
8,9 9494 9499 9504 9509 9513 9518 9523 9528 9533 9538 
9/0 9542 9547 9552 9557 9562 9566 9571 9576 9581 9586 
9,1 9590 9595 9600 9605 9609 9614 9619 9624 9628 9633 
9,2 9638 9643 9647 9652 9657 9661 9666 9671 9675 9680 
9,3 9685 9689 9694 9699 9703 9708 9713 9719 9722 9727 
9,4 9731 9736 9741 9745 9750 9754 9759 9763 9768 9773 
9,5 9777 9782 9786 9791 9795 9800 9805 9809 9814 9818 
9,6 9823 9827 9832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 9863 
9,7 9868 9872 9877 9881 9886 9890 9894 9899 9903 9908 
9,8 9912 9917 9921 9926 9930 9935 9939 9943 9948 9952 
95 9956 9961 9965 9969 9974 9978 9983 9987 9991 9996 Ñ 
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CAPÍTULO VI 


Logaritmos 


A a O IN O 


INTERPOLACIÓN LINEAL 

La determinación del logaritmo de un 
número de cuatro o más dígitos no es posible 
obtenerla en la tabla anterior. Sin embargo, estos 
casos pueden manejarse por medio del uso de 
un procedimiento llamado interpelación, el cual 
nos permitirá obtener 
satisfactoriamente aproximados. 
Ejemplo: 
Encontrar: log4236 
Sabemos que log(4,236x 10%)=3+1l0g4,236 
Pero log4,236 no se encuentra en la tabla, para 
concentrarlo debemos utilizar la interpolación 
lineal que consiste en aplicar proporciones. 


4,23 4,236 4,24 


to/008 
0,01 
Del gráfico: 
x 0,0011 
0,006 0,01. 
x = 0,00066 


_ log4,236 = 0,6263+0,00066 = 0,62696 
+. log4236=3+0,62696 = 3,62696 


LOGARITMOS USADOS EN LAS OPERACIONES 
MATEMÁTICAS 

A continuación presentamos algunos 
ejemplos, en los cuales ilustraremos como se 
utiliza la tabla de los logaritmos para realizar 
operaciones de multiplicación, división, 
radicación y potenciación. 


Multiplicación y división 
Calcular: 
_ (32,41)(81,93) 
— (1854)(0,7949) 


resultados - 


Resolución: 
Sabemos que: 
logN = log32,41+10g81,93-log1,854-l0g0,7949 
Utilizando nuestra tabla de logaritmos y el método 
de interpolación lineal obtenemos. 
log32,41 = 1,5106 
log81,93 = 1,9135 
log1,854 = 0,2681 
log0,7949 = 0,9003-1 


Luego logN = 3,2557 
Utilizando nuevamente la tabla para calcular el 
antilogaritmo 
N = 1802 
Radicación 
Evaluar M = $/3,25 


Resolución: 
Tomando logaritmo decimal 


logM==> log3,25 


(0,5119) =0,17063 


W|- 


Potenciación 
Calcular la potencia x=(1,24)% 


Resolución: 
Tenemos que: 
logx = 50log(1,24) 
= 50(0,0934) = 4,67 


Propiedad 

Sea n un número positivo mayor que uno (N>1); 
el número de cifras en su parte entera viene dado 
por la característica de su logaritmo aumentado 
en la unidad. 
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x-_KAKÉ— e 5 o 5 5 5 5 o [5 5 5 


Ejemplo: 

Determine el número de cifras de N = 2% 3% 
Resolución: 

Tomando logaritmo decimal 

logN = 20log2 + 30log3 


"LOGARITMOS NEPERIANOS 


Utilizando la tabla de logaritmos 
logN = 20(0,3010) + 30(0,4771) = 6,02+14,313 


log N = 20,333 
caracteríótica = 20 


-, Número de cifras de N = 20+1=21 


A mediados de! siglo diecisiete (1647), el 
padre jesuita belga Gregory Saint Vincent y su 
amigo A.A. de Sarasa reconocieron que el área 


bajo la hipérbola y sl se comporta como un 
x 


logaritmo. En 1660, Newton y Leibniz lo ratificaron. 


TEOREMA 40 
Caracterización de las funciones 
logarítmicas 
Sea f : R'">R una función monótona 
inyectiva (esto es, creciente o decreciente), 
tal que f(xy) = f(x) + f(y) para cualquier x, 
y eR'. Entonces existe a>0 rn ax! tal 
que f(x) = log,x paratodo x. 


Este teorema quiere decir que, entre las funciones 
monótonas inyectivas de f:R* — R, solamente 


las funciones logarítmicas tienen la propiedad de 
transformar productos en sumandos. 


Definamos una función f:R* —>R con f(x)= A; 
(área de 1 ax). 
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El área bajo la curva cumple las siguientes 
propiedades. 


Se observa que: Aj” =A7 +A?. Al utilizar 
la anterior propiedad tenemos: 


AP A +, 2% como f(x) = AJ, entonces 


fQ0y) = AP =f(0) +f(y) utilizando el teorema 


de caracterización de las funciones 
logarítmicas, existe un número real positivo, 
que llamaremos e = 2,718281828459, tal que: 


flo =log,x;xeR* 


(0 


Viña 


Notación: 


CAPÍTULO VI 


Hemos entonces denotado Lnx en vez de log.x y, 
llamaremos al número Lnx logaritmo natural de 
x. Esto quiere decir que Lnx es el área bajo la 


1 
curva der desde 1 hasta x. 


Ejemplo: 


1+— 


Demostrar que lim Je 
n 


N>0 
Resolución: 


Utilicemos la curva y 


Logaritmos 


De esta gráfica podemos establecer la siguiente 
relación: 


Entonces: 


e Ln(l+)<x ; x>0 
l+x 


1 E Ln(+x) ¿a 
l+x x 

1 1 
=— < En(1+x)* <1 
l+x 


1 1 
ex < (I+x)* <e 


Loa Y 
Haciendo x=-—; ent! <[12) <e 
n n 


n n 
. > lim —— 
Sabemos que lim ent! = em» =e 
n>o 


Al aplicar el teorema del Sandwich concluimos 


que: 
1 n 
int) =e 
N>0 n 
ds corp , ñ OA a > 
ANTILOGARITMO... ds , 
Se define como la operación inversa a la Propiedades 
logaritmación. Seax>0:;b>0 y bx1 
¿antlog logd= 


antilog,7 = 2” = 128 


Se define como el logaritmo en base “b” del 
inverso multiplicativo de un número “x”. 


1. loggantilog,8 = log¿6? = 8 
2.  antilog, log, 92 = 3/"8:% - 92 


dl 


1.  colog¿216 = —log¿216 0 = -3 


2. colog 77) = log¿27 =3 
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Estas funciones se denominan trascendentes 
y se caracterizan por ser una inversa de la otra. 


FUNCIÓN EXPONENCIAL 0 FUNCIÓN 
ANTILOGARÍTMICA 
En capítulos anteriores hemos atribuido el 
significado de a* (a>0), siendo x un número 
racional. 
2 = 2.2.2.2.2. = 32 


83 =Y8 =2 


Ahora necesitamos tener un significado para a” 


CIS 


cuando x es cualquier número real (xe R ), es 
decir, deseamos tener una definición para a? 
cuando x es racional o irracional, para ello 
haremos uso de los siguientes teoremas: 


L Sia=2> 3 P<2 


Si a es un número positivo entonces a* 


con xeR es siempre positivo. 


1 4=64>0 
1 
49==>0 
2 647 
DEFINICIÓN 


Si a es un número real positivo diferente de uno 

(aeR*;azx1), entonces la función f:R>R, 

definida por fltO)=ar ; dom(H=R, 

ran(f)= (0;+0>) o también por: 
E,C0O=((x;a")/xeR) 

Es la función exponencial o antilogarítmica de 

base “a”. 


Gráfica: 


Cuando: a > 1 


Se puede observar lo siguiente: 
1. Es una función creciente. 
(1>x e a? >a”) 


2. lima*= +00 


x>00 


3. lima*=0 


x>-00 


Cuando0<a<l 
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CAPÍTULO VI 


1. Es una función decreciente 


(x>x e a? <a") 
2>% 


2. lima*=0 
Xx>+0 

3.  lima*=>+o 
1>3- 


Si a=l entonces 


E/09 =(05 yYy=1:xeR) 


Es decir: f(x)=1 es una función constante y 
no se considera como una función 
exponencial. 


FUNCIÓN LOGARITMO 

Denotamos la inversa de la función exponencial 
E, por log, y la llamamos función logarítmica con 
base “a”(a>0;azx1l). 


Donde Dom(f) =< 0;+0o > 
Ran(h) =<-00; +00>=R 
Gráfica: 


Cuando a> 1 


(x2, > x, E log, Xx, > 108, x,) 


Logaritmos 


Se observa que: 


1. Esuna función creciente 
2. lim log,x=+>o 


x3+00 


3. limlog, x=-0o 


Cuando 0<a<I 


1. Esuna función decreciente 
(x, > x, € log, Xx, < l0g, Xx¡) 


2. lim log¿x=-“o 


x>+00 


3.  limlog, x=+00 
1>0 


Ejemplo: 

Graficar la función exponencial 
f0) =2* 

Tabulando: 
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Graficar la función logarítmica 
f() = log)x 


Tabulando: 


Graficar la función logarítmica 


£(x) = log, x 


Tabulando: 


Podemos observar que una función es inversa de 
la otra; gráficamente son simétricas con respecto 
a la función identidad. 


Observamos nuevamente que una función es 
inversa de la otra; gráficamente serán simétricos 
con respecto a la función identidad. 


Graficar la función exponencial 


0) 


Tabulando: 


CAPÍTULO VI Logaritmos 


RESULTADOS ¡MPORTANTES El comportamiento gráfico de la función 


h 1 2 . .. . 
Le Sas Tenpaces Dd “ <1 por ello: logarítmica y función exponencial con respecto a 


sus bases son: 


— 1 — 
log, x = log, 1 A - log, x 
La) a 
Así obtenemos el siguiente comportamiento 
de las gráficas. 


FUNCIÓN COLOGARÍTMO 


De aquí obtenemos que: 
vVx>0;¡a>0;axl 


Sia>la m>n =>» a">a” 


colog,x = —108,X Si O0<a<l a m>n=a"<a” 


Si a>l 


Y 
A 


=108 , X 
1 


Si0<a<l 


De aquí obtenemos que 
Si a>b>1 = log,x >log,x 


Si 0<a<b<1 = log,x >log,x 
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ECUACIÓN LOGARÍTMICA 


Es aquella ecuación trascendente donde, por 
lo menos, una incógnita está afectada del 
operador logarítmico. 


Ejemplos: 

1. logz(x+2) = log,(x-2) 

2. logxQé-1) = 2 

3. log04+7 +2) =x+7 

4. x+log,3=5 > noes una ecuación logarítmica 


Resolución: 
Sea la ecuación: 


[log,M 


1. Debemos garantizar la existencia de los 
logaritmos, para ello debemos analizar la 
base y las expresiones M y N que dependan 
de la incógnita, es decir, debemos hallar los 
valores de la incógnita que satisfagan lo 
siguiente. 


>0:A 2>0 marl 


2. Hallamos los posibles valores de la incógnita 
haciendo: 


3. Finalmente, las soluciones de la ecuación lo 
encontrarás intersectando los valores 


obtenidos en (1) y (2). 


Resolver: 
1. log,(x-3) = log,(5-x) 
L x>0Ax%*lax-3>0A 5-x>0 
x>3Ax<5 


> x€<3,5> 
IL x-3=5-x 
>x=4 


m. Ccs=1D) nO) =44) 
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2. log2(16x) + log3(32x) = 13 
L x>0 


IL log3(16x) + (log,(16x) + 1D? =13 


log2(16x) +log,(16x)-6 =0 


log,(1 Da 
2 


log,(16x) 


(log,(16x) +3)(og,(16x)-2) = 0 


log,(16x)=-3 v log,(16x)=2 


Por definición: 


Im CS. l ») 
128* 4 


3. 3+log,logzx = 0 


L  x>0 a logzx > 0 (verinecuación logarítmica) 
x>3 
>x>1l 
Il. log,(ogax) = -3 
log¿x = x 


x=37 


3 


=> x=Y 
m. Cs.= (9/3) 


CAPÍTULO VI 


Logaritmos 


INECUACIÓN LOGARÍTMICA 


Esta inecuación se caracteriza por tener al 
menos una incógnita afectada del operador 
logarítmico. 


Ejemplos: 
1. log,(x+5) > log,x 


2. log,(x+Ds< log, (senx) 


3 + cosVaiada /2 =senx 


Lo no es una inecuación 
logarítmica 
Resolución: 


MENA ne 


Sea la inecuación: 'log, MS loguÑ | ; 
E TA 


l. Garantizamos la existencia de los logaritmos, 
por definición se debe cumplir: 


A O mr 


nee 


"M>0: LA N>0; pao. adAl 


2. Dependiendo del valor de la base, pueden 
presentarse dos casos: 
1” Caso: 


4 (0) 


lero 


2” Caso: 


Donde: f() =l0g, x 


3. Elconjunto solución se obtiene intersectando 
los valores obtenidos en 'O) y 'O) 


[$000] 


Caso particular 
Sea M positivo 


A 
E log Mo 
Sis A 5] =M A 
8 Si0 <a 1>M, LS] 


Al resolver una inecuación se observa que 
cuando: 


l. a>l el sentido dela desigualdad no 
cambia. 

2. 0<a<lelsentido de la desigualdad si 
cambia. 


Resolver: 


1. log,(3x) > 0 
L 3-x>0> x 

x<3 

IL 3-x>2 

x<2 


Il. C.S.=<-0;2> 
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2. log¡(x-D>0 
2 


Álgebra 


IL. log, x? >log,(7x +6) 
3 3 


3 


L x-1>0 IL  x-1<1 Como las bases son menores que uno, 
x>1 x<2 entonces: x?<7x-6 
HL C.S.=<12> (x-6Mx-D<0 
3. log,(2x-1)<0 xe [1; 6] 
L 2x-1>0 ML Qx-D<I 
x>-= x<l 
2 7. 
1 
IL. C.S.=(=:1 
2 
4. log (x*+x+1)<0 
3 
L o xi+x+1>0 
Por teorema de trinomio positivo 
=>xeR 
IL o x2+x+1>1 
+x>0 > xe(> +2) aa (0) 
xx+D>0 2 
S ES IL. Podemos observar que de la parte (1) 
obtendremos 2 casos. E 
=1 0 19 . 
00, =1>U<0;+0o > A 
ca Si xe<1/2;1> 
IL. C.S.=<-ew;-1>U<0;+0> 
Entonces Ec <x 
5.  log,(2x-1) > log,(x- 5) 2x-1 
1 9x-1l>N0 rn x-5>0 ENE _ Se resuelve 
/2;+00> a x6<1/2;1> xe<-1,1/2>U<5 
1 , | 
x >3 A X>5 DO XED cmmncono 0) 
=>»x>5 2% caso 


1:5/2>nx6€<1l;+00> 


(155/2)] 0 xe (1/2;+00) 


Si x6<l;+00> 
IL. Como la base es mayor que uno entonces: ] 


2x-1>x-5 
x>-A4 


IL C.S.=(5;+00) 


2x+5 
Entonces 2 >) 


x-1 
Se resuelve xE<- 


> xe<1;5/2> ... 
6. 2log, x > log,(7x +6) 


- : IL xe(o)n[(1Mue)) 
L  x>017x+6>0 CS.=[xeD U xe 
x>0 4 x3-7 => x>0 =x€ (1,5/2) 
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p roblemas Resueltos A 
A A O e 


Problema 1 
; E log,-2 
Si log,b =2 y log,c = 3 (6) 
108,9 
Calcular: log ,(b?c*) =l0g g!6 
Resolución: dog, 2) 
Por definición de logaritmos tenemos que: a iS 
b=a? 83 
c=b? 
Se reemplaza ul 
= log, 16? 
log ¿(b*c*) = log ,(a*b'?) = log ¿(atar) 
28 2 
=|1 28 Pa Pe 2 -É 
og_,2 3 = log,, 2 3 
Problema 2 Problema 4 
Si log ,3 = m, hallar log 3,243 en términos de m. Si se cumple que 
Resolución: log”,a+l = xloga ; a>la b>1 
Debemos expresar log ¿¿ 243 en función de log , da 
3, así Calcular: R = e 
1 y log”, a +log”, b 
log. 243= 


+ 2 
108 yyy 36 108, (2x3) Resolución: 


1 Del dato tenemos 


je log? a 
5108, 2+log, 3] iy CIA! 
log, a log, a 
23 _ 5m x = log ya + log,b 
1 
At) 2D Elevando al cubo 
x=l0g", a +log”, b+ 3log, alog, b (log, a + log, b) 
Problema 3 1 d 
Reducir la siguiente expresión: _3x= log a + log ; b 
(log, 3y" e - TN 
M=l0g,16%* * - R=1 
Problema 5 
Resolución: Si x, y e R* tal que 
7 10 
M = log, 16 iS log,x + log, y = 3 Y wy=256 
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x+y Problema 7 
Halle: 3 Si x, y, z e R* tal que x, y, z están en progresión 
geométrica en ese orden, además log z = 3logx. 
Resolución 
Se hace el siguiente cambio Simplificar 
1 
Si log,x=m > log, y = cen S log, 9108, 9 
9- 9 
utilizando el dato log, log, 
m + ado 
m 3 Resolución: 
1 850 y: 
A A A 5 Deldato = ..x:y:Z.. 
e Por propiedad xz = y? 
Sim=3=lg,x > x=y 
. x_y 
como x y = 256 > 3 
y! = 256 
Se resuelve: y = 4i; y =-4i; y =4; y =-4 ¡ log, a | 
pero y>0 > y=4 lo; log log, xlo 
luego x= 64 MA 108, X 108, Y 
log a 
ñ 2-34 log, y 108, Z Ay 
log, y 108, z 
Problema 6 
Silog a + log.b = 1; sia,b,c>0 y cx 1 definimos Pagos 
Y g lo 
x,= log ac”? + log bc”; ne N PY Ñ 69? 
Determinar el valor de 108, Y log |log, x 
9 
E Mo A e IE, PAE E 
=-l 2 3 n 
n? Se cambia a base 10. 
Dato: log2=3log x 
Resolución: 
El dato: log ¿a + log ¿b = 1 _ logz _ 
log ¿ab = 1 log x 
ab=c 
EoIno Problema 8 


proa n- m1 
Xp = log ¿(ac”") (bc"”) Dada la ecuación 


ad+bx+c=0 con a,b,c> 0; bx+1 
Se reemplaza 


x, =1l0g , abc? = log, c 27! = 2n-1 de raíces: logya y log,c 
Luego Calcular: 
1+3+5+7+..+2n-1_ mn (b? - 4ac) log ?b 
A A 
n n 
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Logaritmos 


A rie 


Resolución: 
Por las propiedades de la suma y producto de 
raíces y la identidad de Legendre tenemos que: 


(log,a + log, c)' - (log, a-log,, ec) =4 log,a log,c 


2 
(7) - log (3) > 
a (a a 
Efectuando: a? log (3) = b? - 4ac 
C 


2 


z l = b?*- 4ac 


a”. 
log, b 


(el 


AN 


-. (b?- 4ac) log? b=a? 


a 
c 


Problema 9 
Indique la suma de soluciones de la siguiente 
ecuación: 


Resolución: 


2 
xq =x* 
Tomando logaritmos en base 10 


logx?" =logx* 
2élogx = xlogx 
xlog x (1-2x) =0 


Se iguala cada factor a cero 
x=0 v logx=0 v 1-2x=0 


x=1 x= 


Se analiza la ecuación x +0, entonces 


0s= (+4 


, 3 
. La suma de soluciones es 3 


Problema 10 


Resolver la ecuación: 3*.8**? =6 


Resolución: 
Tomando logaritmo en base 2 


log, 3" +log, 8%? =l08, 6 


3x 
xlog, 3+——-=1+!log, 3 
8 x+2 8, 
Se efectúa convenientemente 


(l08,3)x? + (log,3+2)x-(2+2l08,3)=0 


(log,3)x (2+2l0g,3) 
x -1 
2(1+108, 3 
Luego: x=1 y x= A(0H108,5) 
log, 3 


x=2(log,2+ 1) 


Problema 11 

Six e y son valores que satisfacen el sistema 
e* = y 
le = e(4+Ln*y) 


siendo 2 < e < 3, entonces xy es: 


Resolución: 
Se toma logaritmo neperiano a la primera 
ecuación: 
x =eLny «. (1) 
4x =e(4+Ln?y) ... (2) 
Se reemplaza (1) en (2) 
48 Lny = e (4 +Ln?y) 
Lr?y - 4Lny +4=0 


(Lny - 2)? = 0 
En y = 2 
y=e 
> x=eLne?=2e 
“. xy = 2e? 
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Problema 12 

Si x, es la solución de la ecuación: 

xlogx + log(logx) = 0,47712 ... + log(log(log x)) 
Hallar el valor: 


3 
log” x, 
ed 
Resolución: 
Sabemos que 0,47712 =log 3, 
entonces 


log x* + log (log x) = log 3 + log (log (logx)) 
log(«*logx)=108(3log(logx)) 
a o + 


x%logx=3log(logx) 


* 3 
log x LOBA logx) 


* 3 
x” =logx 


Como xy es solución entonces 


xo _ 3 
X, =l0g" x, 


Problema 14 
Se sabe que: 


x*[log10 +log?10+log?10]+3= qe 


Álgebra 


Problema 13 


Al resolver el sistema 


-2colog x + 3log(yz)=11 
log xy + 2colog z = zantilog 2 


colog y +2logxz = 6 


Indique el valor de: log,,x 


Resolución: 
Aplicando propiedades y definiciones, el sistema 
es equivalente a: 


2log x +3log y +3logz =11 
log x + log y - 2log z = -3 
-log y + 2log x +2log z =6 


Se hace cambios de variable 


2a+3b+3c=11 
a+b -2c=-3 
bb +2a+2c=6 


Al resolver tenemos: 


a=1; b=7/3; c=2/3 
log x=1; log y=7/3; log z=2/3 
x=10 y = 10% z=10% 


1 
-. log,,x = 108 ., 10= 3 


2x 2x 


= —— + —— + — 
loga logb  logc 


con a, b, e c R*- (1). Halle el valor de “x” para abc=1000 


Resolución: 
Se efectúa 


Ge log ,10)?+(x log ¿10 + (log ¿10 +3 = 2x log 10 + 2x log ,10 + 2x log ¿10 


Completando cuadrados 


(xlog, 10) -2xl0g, 10+1+ (xlog, 10)' - 210, 10+1 + (xl0g,10)'-2xlog,10+1=0 


(x log, 10-1? + 
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+ Gdog,10-D?  =0 
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De donde cada sumando debe ser igual a cero. 
xlog¿ 10-1=0 => x= loga 


xlog, 10-1 =0 = x=logb 


xlog10-1=0 => x=logc 


3x=log a+log b+log c 


3x=log abc 

3x=l0g abc 

3x=log 1000=3 
x=1 


Problema 15 
Encontrar el máximo valor de A si: 
log xy :log xz -log yz 
log x -log y -log z 
donde (x, y, z, A) R*- <0; 1] 


2 log) 


Resolución: 
Por el capítulo de desigualdades sabemos que 
(m+n(m+p)(Mn+p) > 8mnp 

Vm,n,pcR* 
Si se hace una analogía en el problema tendremos 
que m=log x; n=l0g y; p=l0g z se cumple 
(logx+logy)(logx+1logz)(logy+ logz)> 8logxlogylogz 

log xy +log xz + log yz ¿ 
log xlog ylog z _ 


De aquí: 8>logA 
A< 108 
-. Amáximo = 10% 


Problema 16 
Halle el dominio de la función “f” cuya regla de 
correspondencia es: 


160 = log(Ve* e + /2eer + y 


Resolución: 
L Analizamos los radicales 
e-e">0 2» 2e%-e>0 
et>e* 2e*> e* 
e%> e 22% 
2x> 0 e > ¿A 
x20 En2>2x 
x< Lny2 
= xe [0; Lny2 ] 


IL. Por definición de logaritmos 


der en +/207* -e*+1>0 

>0 20 
Lo cual siempre se cumple para los valores 
obtenidos en (1. 


-. Dom(f) = [0; Lny2 ] 


Problema 17 
Sea la función “g” cuya regla de correspondencia 
está dada por: 


go) = log, (+ Vx? +1) 


Encuentre su función inversa. 
Resolución: 
y =l0g, (x + d+ ) 
=y = log, (x + NOIA] 


Despejemos la variable “x” 
Se utiliza la definición de logaritmos 


x+vVx?+1l=a? 
(1) a 


Por (1): 


Efectuando 
| xxl = a 
xxl =a? 
2x=-a?* 
aa 
Sl 
2 
Como queremos la función inversa 


intercambiemos las variables 


es a*-a 
2 
Problema 18 
Resolver la siguiente inecuación 
x-2 
log | |[|——+35 l> 2 
0:35) 
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Resolución: 


LL 2l35>6 
> 
x-5 ps 
x-2 ¡ x-2 1 
OS iS 
Ci 3 >0 
x-5 x-5 


> xe(2:5)u(5:8) a (iD 


+ C2S.=0n0 
=(555)u(533) 


Problema 19 
Halle el conjunto solución del siguiente sistema 
de inecuaciones logarítmicas 


Retos px) 


2 


log x - 108% <lI 


Resolución: 
Debemos resolver cada inecuación y luego 
intersectar sus soluciones. 
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a. Veamos la 1? inecuación 


3 
a >0 0 (+ 3)e 
2 
3 
x > -3/2 +3 >2 


1 
> CS, =<3,+0> 


b. Ahora la 2% inecuación 


x>0 45 log. y 
10logx<1 


i 
x< 101 


> CS. = <0 Yo > -11) 


CS, = CS, CS, = (a YO) - (1) 


Problema 20 


Si xeR tal que 27* = x 
Calcular 
1 


M = sgn (x-1) + [«+] 


Resolución: 


En 22 =x 

Tomando logaritmos en base 2 
2” = log,x 

Grafiquemos cada función 


Se puede observar que la solución está en el 
intervalo [1; /2 ], es decir, 1 <x <y2 


CAPÍTULO VI 


Logaritmos 


Luego: 0<x-1< J2-1 => sgn(x- 1) =1 


Problema 21 
Luego de resolver la inecuación 


log /x < log x 


Determinar el número de valores enteros menores 
que 10 que pertenecen a su conjunto solución. 


Resolución: 
L. Los logaritmos existen en R 
siix>0 


2 
IL (q1o8x) <Jogx. 


Se opera: log x (log x-16) < 0 


De aquí 
0O<logx<16 e 1<x<10'% 
CS. =<1;10> 
> El número de valores menores a 10 es 8. 


Problema 22 
Dar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones 
L  Hes inyectiva en <-1; 1> 
IL. Hes creciente en <0; 2> 
MI. Hespar 
Se sabe que H() = log, Lol 


Resolución: 

Grafiquemos H 

+ Primero grafiquemos: y=log ¿|x| 
Y 


+  Grafiquemos su valor absoluto 


L En el intervalo <-1; 1>, la función H no es 
inyectiva ya que al trazar una recta paralela 
al eje “X” corta su gráfica en 2 puntos. 

II. En el intervalo <0; 2>, la función H es 
decreciente en <0; 1> y es creciente en 
<1;2>. 

IL. La función H es par ya que H(x) = H=x) 


Luego, la respuesta es FFV. 


Problema 23 
Indicar el número de soluciones reales de la 
ecuación: 


2 
ma gn o Sr =/3=y+/y=5 


Resolución: 

Se analiza la existencia de las raíces: 
5-y>20 A y-520 
y<5 A yS5 
>y=5 


Reemplazando en la ecuación tenemos 
4 
Ds sen 2316 +D 3) (+1 -0 


(x-2) 
loglxl = sgn ¿3 4G1+D 
(x-2) 
Se analiza la función signo 
4 4 4 
(x-3) GD G+D 9-3) CD o 
x-2 x-2 x-2 
(x<-l vx>2)1x%3 x=3 vx==l -l<x<2 
Luego: 
x<-lvx>2pAx%3 
(x-3(x+D 


sg Go x=3vx=- 
dl hi -<x<2 
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Existen 5 puntos de intersección entre las gráficas, 
por lo tanto, existen 4 soluciones. 


Problema 24 

Resolver la siguiente inecuación 

log ¿(1 + log , (3? + 3x + 2)) >=l0g ¿(1 + 
+3) 

y dar como respuesta el complemento de su 
conjunto solución. 


Resolución: 
Analizando los logaritmos 


: 1 
e) log ¿(é + x?+ 3) = lo (a 
(+) log s( ) =108 3 xx? +3 
+20 
*+x+3>3 


Sabemos que 


1 
Entonces, log ; (m3) 20 


(+) log, (34 +3x+1+1) 
Sabemos que 3x2 + 3x + 1 es positivo 


VxeR por teorema del trinomio positivo, 
luego, 3x? + 3x+2>1 VxeR, entonces, 


log ¿(3x7 + 3x +2) >0 


En la ecuación: 


log, (1 +l0g, (3x7 +3x + 2)) > log, (1 + x*+3) 
Pe AREA 


>1 <0 


>0 


Su complemento es Y 
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Problema 25 
Resolver el sistema mixto 


+1 de, 
3 log, 9<-log, y***? 


1+108,7 log, (1+108, y) = log, (2108, 243) 


y dar como respuesta la suma de los valores 
enteros que toma X. 


Resolución: 
En la ecuación 


l+ log, Tag, (1+108, y) = log, 2+l08,108, 2/3 


log (1 +) S 
08 eS 08, y)=l0g 108, 213 
LUIS LYNN 


e 
1 + log,y = l0g,2-+08,V3 


Comparando: y= 3 


Reemplazando en la inecuación 


x2+1 6x+2 
> Jlos,95-ts, 3 


1? 


Mm 1 -(6x+2) 
log, (37) 2 < log, (3) 


Como la base es mayor que uno, entonces: 
gos <3 3 
+ 1S-3x-1 
A+3x+2<0 
(x+ 2D +1)<0 
xel-2;-1] 


La suma de valores enteros de x es —3. 


Problema 26 


Graficar la función 
100) = log Hog [x]) 


e indicar una de sus asíntotas. 


CAPÍTULO VI Logaritmos 
A E A E A 


Resolución: Entonces, la gráfica de f es: 
Graficando 


y=l08lx1 


Veamos qué intervalo es el dominio de la función 


fo. 
f60 = log log |x]) Las asíntotas de la gráfica son: 
-log |x| > 0 x=-1] 
log ix] <0 EA 
Ixf <1 
=1<x<1l x=0 
Problema 27 


Calcular el máximo valor de K si se cumple 
(108... (ab-3a—b+3) + log, (bc—7b - 3c+21)+ log, de) (cd-9c-7d+63) + 108, (ad-d-9a+9))' >K 


Además:a>b>c>d>10 


Resolución: 
Al operar tenemos 


[08,,, , (b - Ma - 1)+l08,,_,y (b - Mc — 7) +108,¿ yy (C - 7 Md — 9)+log,,_, (a - Dd - ny > K 


Aplicando propiedad de producto a suma 


E +08, ¡(a - D)+1 +log,_y(b-3)+1 +Hog. (6=7)+ 1+l08,, (4 ny >K 


Sabemos, además, que MA > MG 


log bs (a-D+log A (b-3)+log ta. Le-7) +log A 4 9) 


4 
z > 4/103,, ¿RU log, , 9-37 log,, , (0-7) log, , (9-9) 


1 


Utilizando este resultado 


(too (a- D+log,_,(b-3)+log, , (c—7)+log, ,,(d al >64>K 


24 


*. El máximo valor de K es 64. 
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Problema 29 
Si se cumple 
log ,, (3x-1) = log , (2y -3) 
Halle el producto de valores de x, más el producto 
de valores de y. 


Resolución: 
Se analiza todos los casos posibles para que se 
cumpla la igualdad: 


3x-l=1  x=2/3 
19 caso: > 
2y-3=1 y =2 
2% caso: cad >» 122 
3x -1=2y-3 y=4 
go 2x=3x-1 x=1 
caso: 
% dy=2y-3 y=3 


7 
Lo que nos piden será igual a > 


Problema 30 
108 1420741) + 108 ¡n +3(b*-2b+2) + 
+ 108¡p¡ ,a(a-2ac+c*+1)=0 

Y, además, A=(a; b; c; a+b) 

Halle n(A). 


Resolución: 

Completando cuadrados 
108 ¡227 +1) + 108101 29((0-+D) + 
+ 108 y; +4((a-0)'+1)=0 


En la ecuación, se observa que la base de los 
logaritmos es mayor que uno y los números de 
los logaritmos son mayores o iguales a uno. Para 
que la suma sea cero cada uno de estos números 
debe ser igual a uno, entonces: 

a+l=l > a=0 
(b-D?+1=1 => b=1 
(a-Oi+l=1 > 
Luego, A=(0; 1) 
+. El cardinal de A(n(A)) es 2. 


a=c=0 
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Problema 31 
Si Jog,n+n a log,m —n a 3 
mé n? m'+n! 


Calcular el valor de: 


m n 5 
logs (1 mm”) + 108,71) Pp 


Resolución: 
Hallemos un equivalente a la igualdad anterior 
m(log,n+n)  n(log,m-n)_ 3 


m' ni m'+n* 


por propiedad m n_ 
de proporciones logpn + má + log,m añ ye 3 
S + .S miñ 


log,(n”.m') =3 


n”.m” = p? 
Reemplazando en lo que nos piden: 


log,s(n”.m*)+108 (qm qn P 


3.5 34 
=108,sp*+108,:p” ua 


Problema 32 


Dados los conjuntos: 
A=[(x;y)eR? / y2 (x +Dl0g,,1) X] 
B=((x,y)eR? / ys 1+log(x+2)) 
Esbozar la gráfica formada por AMB. 
Resolución: 
Grafiquemos el conjunto A 
ya DEE > y>x 


Pero x+1>01x>0>x>0 


CAPÍTULO VI 


Logaritmos 


O aa A ANA 


Ahora grafiquemos B 
y< 1+log(x +2) 


Por traslación de la gráfica 


y <1+log(x+2) 


Demostrar que: 


log 


(55) 


Donde n>2;neN 


e<n< de 


Resolución: 


n 
Sabemos que lim (1-5) =e entonces: 
n 


Nn—>+ 


n n+l 
2) <e<[1+7) 
n n 
1 n 1 n+l 
La(1+5) <Lne<Lo( +7] 
n n 


no + l< (0+DLa( te] 
n n 


1 
Nn < —_—=<n+l 


La(t+7) 
n 


y=1+log(x+2) 


Problema 34 


Siendo n una solución de la ecuación f(x)=2; 
1+1l0g,(x - 4) 


log, [Vx+3-4x=3) 


Resuelva para z la ecuación: 


donde neZ* y f—)= 


d: 
n” ; zER 


S|- 


Resolución: 
Por dato: 
1 +108,(x — 4) 


logo(Vx+3-4x=5) 
log,(2x — 8) =108, (Vx+3 -Ax=5) 
2x-8= (Vx +3 =Ax=5) 


Operando: 
(x-6)(+4) = 0 
x=6 Y x=4 
Estos valores de la variable deben constatarse con 
el dominio de f(x). 
Si x=-4 entonces f(x) no existe. 
El único valor que puede tomar x=6 
Luego, x=6 
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Halle el valor de “n” 
n So 
Si: | ]log*2= [log e 
k=1 


Resolución: 


1% | 
log2-log?2...log” 2=| log? 2] 7? S 


ni 


(log2)'2*-" Ss (log* 2) 
n(n+D E 
(log2) 2 =(log2) 


Igualando los exponentes 
n=3 


Problema 36 


Halle el menor valor entero de “A ” que verifique: 


A) le +1)23"+3 


Resolución: 


(5) le +1)23(3"+D 


Sabemos que: 


DE 
o<[) <l VxeR 
T 


Luego, el menor valor de Ae Z* que verifique la 
condición dada será cuando: 

A-3=1 

-.A=4 
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Problema 37 
Z 3 4 5 
y o xXx ox 
Si log(l+x)= +— tm. 
EUA A 
2 
En eS halle la expansión de f(x), 
x —log(x +1) 


luego evalúe f(0) de los 3 primeros términos. 


Resolución: 
2 2 
Xx Xx 
0) 53 3 4 3 
x-—log(1+x) EEE 
2 
1 
f(x 
E 
NES Mr: SE 


Asumimos f(x) de la forma: 
10) = a, +ax+ayx? +... 
Luego se tiene: 


lx xd y 2 
Oh lap + a,x + a9x +...) 


l= 
23.4 5 


Se multiplican los términos 


Identificando los términos 


ay=2A a=5 A d9== A 


9 
4 1, 

00 =2 + =x-—X +... 

169) 373 

(0) =2 


Problema 38 
Dada la siguiente inecuación logarítmica 


(A (lx? -al+x?)- 108.142 x-va]- 108 .1.2 hee dalex? +1) 


Ge+D(+]x1-2) 


<0 


cuyo conjunto solución es (—o;a) Lo. 


Si A=([a;b;ab+2) dar sup(A)+Inf(A) 


CAPÍTULO VI 


Logaritmos 


Resolución: 
Se observa que la base de los logaritmos es 


[x]+2>1, además: 


llogpg.¿04 - aj+x? 2 108y¿(7 a) + 
> 108,1,” —2)=108,yp,2 (x -va 16 +vVa ] 
= 1081440 (* = Va) +108/4.2 (x + Va) 


Por lo tanto, el numerador es un número positivo 
y podemos simplificarlo obteniendo 


1 
5 S 0 
Ge+D(]-D (dr 


1 
a. 


x € (-1,1) 


Six20> 


> xe€l0, 1) 


1 
Si x<0>——3> 
ki (x+D? 


xeR --) 


>x€<-o;0>-(-1) 
Luego: C.S.=(c>;1) - (-1) 
Del dato: a=1 ; b=1 
A=(1;3) 
+. Sup(A) + Inf(A)=3 + 1=4 


Problema 39 


Dar la cantidad de soluciones reales en: 
AT 4+17x-9= 


108, 5 


Resolución: 
Al operar obtenemos: 
21 


XxX 
-3 (x-D=1 : 
-3Dx-D 0 


y=0-3) (1) 


Del gráfico C.S.=0, es decir, no hay ninguna 
solución real ya que no existe intersección entre 
las gráficas de funciones reales de variables reales. 


Demostrar que e* > nó 


Demostración: 
Ses ita 50 
Xx 


Veamos los intervalos de crecimiento y 
decrecimiento. 


MEJES 


1-Lnx 
x 


Entonces, f'(x)=0 
1-Lnx _ 


=0 
e 
Lnx = 1 
x=e 
al IS O 
0 e 


Se observa que f'(x) es decreciente en [e; +00 >. 
Entonces: 


Como e < Tr, entonces Lne > Lnz 


e T 


riLne > eLnx 


Lne* > Lnr* 
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2,5 
Si log,y =3 y 05 + Jos 


2 
Halle: ko 
y 
A) 1 8) 2 O: 6 
2 4 
1 1 
D) 3 E) 16 


Reducir la siguiente expresión: 


2.582 +l0g 7 3 


14 21985 
7. 

Si x>a> /3 
A) 2 B) 4 O 6 
D) 8 E) 10 
Calcular log,x, si: 

log,64 . log ,a = log,c log,b log,x* 
Si: 1I<ab<c 8. 
A) 2 B) -1 00 
D) 1 E) 2 
Indicar el mayor valor de M si: 

log,b + log,c + log,d + log¿a > M 
Además: a,b,c,de R*-<1) 
A) 2 B)3 0) 4 
D5 E) 6 9. 


Resolver la inecuación 


4Ax+5 
log, <- 
6-5x 


e indicar su conjunto solución: 


Halle: E si: 
n 


logan = loggm = log,,(m+n) 


A JE B) ES o 45 
D) 1-45 E) 1445 


Dada la ecuación: 
log(3-1) log,(3*!-3) = 6 
determinar la suma de sus raíces. 


A) log280 B) logz 280 
O) 2 
D) log¿280-3 E) 0 


Resuelva el sistema: 


log, e > log, 
1000 2/0,1 >10% 


e indique el número de elementos de su 
conjunto solución. 


B) 0 O 4 


A) 2 
D) 1 E) infinitos 

Si 

108.1, col xa +/08ab [logia —log?,b 


Halle 2; si axb 
b 


CAPÍTULO VI 
A A OB MmMos 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


1 1 
A B) ” 
O 1 
DE E) 3 


Dar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 


15. 
L 10g(,3)2+ log,(-3)22; V x € <3;4> 
IL 108jg,36<0 
III. log35 > log,5 
A) FVF B) FVV C) VVV 
D) VFF E) VFV 
e E 16. 
Cuántas soluciones reales posee la 
ecuación: 
loglx|+x?+4 = 419820 
A) 2 B) 4 O) 6 
DO E) 1 
¿Para qué valores de “a” la ecuación: 
log+2ax) - log(8x-6a-3) = 0 17. 
ofrecerá solución real única? 
A) 2 B) -1 O 1 
D) 2 E) 3 
Si (o, yo) es una solución del sistema: 
2 
va) = 2log Y 
x*+l - 
x?46 x 
a 
18. 


Hallar x¿+yp 


A) 8 
D) 12 


B) 7 C) 10 


E) 5 


Determine el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones, sabiendo que: 
ajbiMe R*-(1) 


Logaritmos 


L a PgoM-—logja M 
IL a r0guM “log, a =MP800 
IL log,log,x = log,log,x —log,log, a 


A) VVF 
D) FVF 


CO) VVV 
E) VFV 


B) VFF 


Hallar el producto de soluciones al resolver: 


6+5log,z = 
82 log?2 


A) 4 
D) 8 


B) 16 C) 32 


E) 64 
Sia,b,c € <1;+ o > halle el mínimo valor 
de: 

log, b“c? +log, ate? +log, a*b* 


Yabe 


A) 2 
D) 14 


B) 6 C) 10 


E) 18 


Dar el valor de verdad en las proposiciones 
siguientes: 


L  logx <log3x Vx>l 
IL. fc) = e”-x tiene una solución en <0;1> 


III. Siloga” = log"a e a=10"%; a>0 


A) FVF B) FFF C) VVV 
D) FVV E) VVF 
Hallar el valor de “x” en: 
logWx?+2x -3_3 
log Vx? -1 2 
A) 4/2 B) Y2 O) V3 
D) -43 E) 2 
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A A A o — —____  K—K<AS—> 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
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Calcular la derivada de: 
y = log,x In 2x 
en el punto x=1 


B) 3 d -1 


E) 0 


Si se sabe que: 


2 3 6 
pe pe 
log, m log,p log,r Y 


9log, m* - giga” =x 8" con 
m.np,qu1,s € <1;+ > , determine el valor 
de “x”. 


A) 2 B 3 O) 4 

D) 5 E) 6 

A partir de la ecuación: 
Inx?+x?+9= 408020 


Dar el valor de verdad de las proposiciones: 
L. La suma de soluciones es cero. 
II. La mayor solución es mayor a 3. 
III. Tiene una solución x, tal que xy € <0;1>. 


A) VVV 
D) FVV 


B) VFF. — C)VVF 


E) FVF 


Luego de resolver la ecuación: 


log 3 Wx"+x =2 


dar el número de soluciones. 


A) 1 B) 2 Oo 
D) 3 E) 4 
Resolver: 


(o, pes = 10los*x 
e indicar el producto de soluciones. 


A) 0,1 
D) 0,4 


B) 0,2 O 0,3 


E) 0,5 


24. 


25. 


26. 


27. 


Álgebra 


Halle log¿yd , luego de resolver la siguiente 
ecuación: 


log, (5-x) + =l0g, 6 

x+2 
2 1 
A) O B) 3 C) 3 
D _ E L 
) 4 ) 3 


En el siguiente sistema: 


08; e — log, y” =3 


log Ed 
y 


Determine el mayor valor de “xy” 


A) 100 B) 1 C) 1000 
1 
D) 10 E) 10 
Calcular: 
x*l -100 
lim Es Es Ib 
xr x-10 
A) O B) 11 Cc) 20 
D) 21 E) 1 


Halle el campo de definición de f si: 


6) = 1+log,(x- 4) 
log (Vx +3 -Vx-5) 
A) [5;+00> 


B) bir [2 
O R 
Do 
E) sólo (x€Z A x>5) 


CAPÍTULO VI Logaritmos 
A A A a a ROBA TR Uos 


28. Luego de resolver el sistema: 


bs log¿n+n_log¿m-m_ 3 
y 3 32. Si: A a Ntra 
In?x+In?y=10 Calcular el valor de: 
Se obtiene el siguiente conjunto solución: log (n” m”) + A 
CS. (xy 1); Ova); >>> Cy) 
3 
Calcule: [[(ine*.Ine*) 1 34 A 
ia 3 15 TE 
-34 
A) 3 B) 3 ES D) 35 E) = 
DO E) 1 
29. El número 28+2!!+2* es un cuadrado 33. Si 
perfecto y x < 15. Calcular: 18 mps (al+1) +08 (b?2b+2) 
o +logyy,4(a?+2ac+c?+1)=0 
x-2 
y además A=(a; b;c; a+b) 
A) 5 B) 10 C) 2 Halle: n(A) 
D) 1 E) 0 
A) 1 B) 2 O 3 
30. Al resolver la siguiente inecuación: D) 4 E) 5 
be E 
2 >1;b>0 1 bx1 34. Dar la gráfica de la función, cuya regla de 


31. 


indique su conjunto solución. 


IN) 
D) 1 


B) (1) O R 


E) (0) 


Dado el sistema: 


log, x +log, y <log, a" ALA 
l+c 


(log, b)(og, x)+(log, a)log, y) <log, b” — Lec 


Siendo (xp; yp) una solución particular del 
sistema, calcular: 


sgn] log, | 2 |+10g; E 
a? p? 
A) 0 B) 1 C) -1 
D) sgn 2 E) sgn0 


correspondencia es y=log,f(x), si la gráfica 
defes: 


A) 
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Y A) 


B) 2 


J 


B) 


0) 


D) 


E) no existe E) no existe 


36. Del gráfico de funciones se tiene 
35. Darla gráfica de R,¡NR¿NR; si: 


R, =((x;y)e R?/0g, x < y) 
Ro =((x;y)e R?/y?+x?-2x+1<1) 


Ry =((x5y)eRY 


| ero Xx | 
x+l 
20 


xd 
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CAPÍTULO VI 


Logaritmos 


Reducir: 


2,p42,,2 2, Y 
a c+b*%+x¿+In9x 
DEAN: Ear =(x + In? x,) 
R 


A) 1 B) 2 Cc) 3 
D) 4 E) 5 


37. Indicar un valor de: f(x) = Inx para 


Ya y2. 

= 4 

pd 2 
A a a 
) 4 3 5 
D X; E 35 
e E 


38. Halle Z, silos números x; (2z); (E) están 


4 
en progresión aritmética; además: 


A) 10 B) 12 O 4 
D 8 E) 0 


39. Si: x,; x, son soluciones de: 
x 18% -100x = Inj-i] 
Donde: ¡i=y-1; X¡>X) 


Calcular: ES 
Xx 


A) 4 B)0 O 1 
D) 10 E) 3 


40. 


41. 


42. 


43. 


Determinar el rango de la función: 
160) =l0g(|x|-1) 


A) <l +0 > B) <-=;-1> 
C) R* 
D) R” E) R 


Hallar el valor de: 


log, 5858! , gl08s5 ,]9g 5 Ye3 


A) 2 By) 1 a 2 
2 2 
p 4 E) 0 
3 
Luego de resolver: 
logx +logy = 8 
x 08 =101 
Calcular: log Y xy 
A) 1 B) 7 O) 4 
D 8 E 0 


Luego de efectuar: 


colog ,3/0,3.log, 47 + antilog, (log 9).4%83 


se obtiene: 


A) 9 B) 16 0) 25 
D) 27 E) 10 


Resolver la ecuación: 


l+ log, (p - q) = 2108, ¿4 
log, (x+g)  1og(p.¿(x+9) 
donde: p>q>0. 


A) 2/pg  B) 3/pa 0) 2/p+g 
D) p2 E) /p-q 
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45. 


46. 


47. 


48. 
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Luego de resolver: 


108 senx 2-108,.,2, a+1=0 


donde ae<0;1> ; dé como respuesta: senx 


1 
E) 9 2108, 2 


A) 27 B) 20 


D) 9108 a 


La población de una nación crece cada año 
en a] de lo que era el año precedente. 


¿En cuántos años logrará ser dos veces más 
que la inicial? 
Datos: log1,01 = 0,00432 


log3 = 0,4712 


A) menos de 11 años 
B) más de 11 años 
C) 100 

D) 111 

E) 99 


Resolver: 
xc 08a y + y log,x 2x? 


Si: ae (l; +0o) 


A) y =a?;xeR* 

B) x=l yeR* 

O) [xiyjeR 

D) AAB 

E) AvB 

El logaritmo de “N” en base 7 es el mismo 


que logaritmo de M en base YT; si 


M+N= 3, 
4 


Calcul Le 
alcular y 


49. 


50. 


51. 


52. 


Álgebra 


1 1 
A) — B) 10 
) > ) 4 ) 2 
1 1 
D) - E) — 
) ; ) 6 
Si: ab=c 
Calcular 
¿| log*a* +log*b* + colog*c* 
cologa + cologb + cologc* 
A) 3 B) 10 ón 
D) 12 E) V2 
Si: logja y log¡b son cantidades: 


positivas, calcular un valor posible de: 
2 
—+4logyja ; axb 
a: , 


Donde: 
log, a+11llog, b =12 
log ¿ b-7l0g, V/2 =-1 


A) 10 
D 8 


B) 12 C) 16 


E) 20 


Si se sabe que: 

logx — log23 = logy+1 
(0,005134)2* . antilog(x-y=1 
Halle x si: log51,34=1,710 


A) 2,01 B) 2,19 C) 2,29 
D) 2,30 E) 2,41 
Si: a>1; b>1; c>1; a N>1 


Simplificar: 
| loglogpfantilogcologoN)| 


loga ! 


Ba 


CAPÍTULO VI 


53. Halle: log, xy +108,, (5) 
(21 y 
¡U% 
57. 
1-2108,.. y e 
1+2lo8,, 7, 
6% 
0 1 
3 B3 O 1 
Dz E) 2 
y ) 
58. 
54. Resolver: 
Jlogx -1+21 > logx 
C) (10"; 10%] 
D) [10,10%) E) (1; 26) 
59. 
55. Resolver: 
xx >h?x;  b>1 
A) (==>; 0) 
B) (0; +00) 


56. Si la; b] es el conjunto solución de la 
inecuación: 


Jliogx21=1>tn(5) 


b 
Calcular — 
a 


Logaritmos 
A) 10 B) 1 O 10 
D) 10? E) 10* 
Si log?, =2 
log?, =3 
logí, =4 


Halle el menor valor de a+b+c. 


A) m B) 3m O) 3m? 
D) m E) m? 


Calcular con siete cifras decimales el valor 
de x. 


E 3./0,002 <0,0028 


x= 


0,04x11x3/6,75869 
A) 0,3477395 B) 0,3468752 
C) 0,2943563 
D) 0,2882317 E) 0,2935439 


Resolver la ecuación exponencial 


A) -1,58496 

B) logílog 2) 

C) log,(log 3/2) 

D) logo3 

2) weas viaurreáriaca 


60. Resolver 
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CAPÍTULO 


VI Límites 


Guillaume Francois Antoine Marquis de 
P'Hospital 


Nació en 1661 en Paris, Francia. Falleció el 2 de 
febrero de 1704 en París. L'Hospital escribió el 
primer libro de cálculo en el año 1696, el cuál 
estuvo influenciado por las lecturas que 
realizaba de sus profesores Johann Bernoulli, 
Jacob Bernoulli y Leibniz. 


L'Hospital sirvió como oficial de caballería, pero 
tuvo que retirarse a causa de su miopía. Desde 
ese tiempo dirigió su atención hacia las 
matemáticas y aprendió cálculo de su maestro 
Johann Bernoulli en 1691. 1' Hospital era un 
competente matemático, su fama se desprende 
de su libro “Analyse des infiniment petits pour 
Pintelligence des lignes courbes” (1692). 

En este libro creó la regla que ahora se conoce 
como regla de L'Hospital para encontrar el límite 
de una función racional, cuyo numerador y 
denominador tienden a cero. 


Regla de L'Hospital 

El concepto de derivada que se aplica al caso 
clásico de la velocidad y la caída de los cuerpos 
y, un detalle metodológicamente importante, la 
aplicación de conceptos en las propias 
matemáticas. 


Densidad 


La masa de x centímetros del lado izquierdo de una cuerda no homogénea de 10 centímetros de 
largo es x?* gramos, como se indica en la figura 1. 

Por ejemplo, la parte correspondiente al intervalo [0; 5] sobre la cuerda tiene una masa de 
53 =25 gramos. La masa en el intervalo [0; 6] es 6=36 gramos. En consecuencia, la masa en el 
intervalo [5; 6] es 36 — 25 = 11 gramos. De manera similar, la masa en el intervalo [6; 7] es 
726? = 49-36 = 13 gramos. De manera similar, la masa en el intervalo [6; 7] es 
7-6? = 49-36 = 13 gramos. ¿Cuál es la densidad, en gramos por centímetro, del material en x=2? 


SOLUCIÓN Para estimar la densidad de la cuerda a 2 centímetros de su extremo izquierdo, se 
examina la masa del material en el intervalo corto [2; 2,1]. (Véase la figura 2). 

El material en el intervalo [2; 2, 1] tiene una masa de 2,1?-2 gramos, que es igual a 4,41-4=0,41 
gramos. Ásí, la densidad media para este intervalo es 0,41/0,1=4,1 gramos por centímetro. 

Mejor que hacer otro estimativo, considérese la densidad en el pequeño intervalo típico [2;2+h]. 
La masa en este intervalo es (2+h)*-2* gramos. 


[—— ox centímetros 


= Pesada 


25 gramos 


na 
Esta parte de la cuerda tiene una masa 
de x* gramos 


Figura 1 
La masa en el intervalo es 2-12-2* gramos. 


Figura 2 


El intervalo tiene longitud h centímetros. Entonces, la densidad de la materia en este intervalo 


(2+hy-2? 
h 


Cuando h se aproxima a 0, este cociente se aproxima a 4, y se dice que la densidad en un punto 


=4+h gramos por centímetro 
a 2 centímetros, medidos desde el extremo izquierdo de la cuerda, es de + gramos por centímetro. 
En términos de límites 


222 
Densidad en 2= lim EZ 
h> h 


=4 


Fuente: Cálculo— Sherman K Stein 


OBJETIVOS : 
. Desarrollar los principios y dlatnéntos del estiíilio. ¿de os límit 
+ Formar las e para el análisis matemático. AS 


INTRODUCCIÓN 

Bernard Bolzano nació en Praga en 1781. Hijo de un anticuario italiano y de madre alemana, optó 
por la cátedra de matemática en la universidad. 

Fue Bolzano quien presentó rigurosamente la definición de función continua, así como la diferencia 
entre la continuidad y la diferenciabilidad de una función, en una memoria publicada en 1817, donde 
aparece su famoso teorema respecto a las funciones continuas sobre un intervalo. 

Para tal fin, al igual que B. Augustin Cauchy, se basaba en el concepto de límite; pero a diferencia de 
éste, Bolzano hizo la distinción entre continuidad y diferenciabilidad, aunque en aquella época todas las 
funciones continuas eran diferenciables. Creó una función real de variable real continua en un intervalo 
cerrado y sin derivada en ningún punto, recogió en una memoria denominada “Teoría de Funciones”. 

Bolzano sistematizó el concepto de función continua, dándole carácter local, e introdujo la 
continuidad por la izquierda y por la derecha. Su obra no fue conocida hasta fines del siglo XIX, por ello 
muchos de sus resultados fueron redescubiertos por otros matemáticos. 

El 31 de octubre de 1815, nació Karl T. W. Weierstrass en Ostenfelde (Westfalia). A los 14 años inició 
sus estudios de Bachillerato y consiguió el título de mejor alumno. 

En 1834 realizó estudios que le permitieron desarrollar tareas administrativas y de jurisprudencia. 
Tres años después las abandonó para consagrarse a las matemáticas, definitivamente, desde 1841 a 
1854. Trabajó de maestro y, a pesar de su orientación educativa, se dedicó a seguir investigando en 
matemáticas sin tener contacto con otros colegas de su tiempo. Sus publicaciones le permitieron 
incorporarse a la Universidad de Berlín, donde sería profesor titular a partir de 1863. 

Weierstrass fundamentó el análisis con el máximo rigor posible, sin tener que recurrir a la intuición 
y, aunque publicó poco, sus enseñanzas en la universidad le otorgaron numerosos discípulos. 

Los límites se aplican actualmente en las diferentes ramas de la ciencia; para realizar 
aproximaciones, cuando no se puede obtener valores exactos; así como también para determinar valores 
máximos y mínimos que puede asumir una expresión matemática, en cualquiera de sus formas. 
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Álgebra 


| DEFINICIONES [PREVIAS / 


Es la imagen de una función cuyo dominio 
es el conjunto de los números naturales y 
contradominio los números reales. 


N 


“TIPOS DE SUCESIONES 


1. SUCESIONES ACOTADAS Y NO ACOTADAS 
Si el valor absoluto del n-ésimo término de la 
sucesión (a,) es menor que un número real 
positivo M, se dice que la sucesión (a, ) es acotada 
(M se llama cota de la sucesión), de lo contrario la 
sucesión es no acotada. Es decir, (a, ) es acotada 


si y sólo si existe M>0, tal que Ja,] <M VneN. 


2. SUCESIONES MONÓTONAS 
Una sucesión (a, ) es monótona decreciente 

si y sólo si a, >a,,, o bien mónotona creciente si 

y sólo si a, <a,,, para todo ne N 

+ Si a,<a,,, la sucesión es estrictamente 
creciente y si a,>a,,, la sucesión es 
estrictamente decreciente. 

+ Si a,>a,,¡; la sucesión no es creciente y si 
An <A, la sucesión no es decreciente. 

+  Sia,=a,,, la sucesión es constante. 

+ Sia,.a,,¡<0 la sucesión es de signos 
alternados. 
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Ejemplos: 

1. El conjunto de números 2;7;12;17;...;32 es 
una sucesión finita, el término n-ésimo viene 
dado pora, =f(n)=2+5(n-1) con n=1,2,3,....7 

2. El conjunto de números 0,6;0,66 ; 0,6666 ; .. 
es una sucesión de infinitos términos, cuyo 
término n-ésimo viene dado por: 


a q 1- 
O 


3. El conjunto de números 2; 4; 16; 256; ...; 22 
que tiene una ley de formación. 


ie 2 sin=0 
mila? sineN 


Ejemplo 1 
¿Cuáles de las siguientes sucesiones son acotadas 
y cuáles no? 


o fe 

o fon 

> EE 
n-1 


3 sin=0 
d) 20, sine N 
Resolución: 


1 | 1.1.1 ) 
a Sith 
) (=z) 4'9'16 
1 
Vemos que e VneN 


1 
> =) es acotada 


CAPÍTULO VII Límites 
——_—— —_— _—_ _—— — _—__ ____ O ímites 


b [sent] 
) 2 
Sabemos que -1< sen <l 
> (sen) es acotada 
n?- y 
c) n-1 


2 
n pS 
Como 
n 


2 =(n+D Vn>1 


n?-1) 
> f no es acotada. 


n-1 
3 sin=0 
d aj E sine N 
Vemos fa,)=3,.3, 3, ......) es una sucesión 
acotada 
Ejemplo 2 


Clasificar las sucesiones: 
a) Ap+1=3a,, a/=5 


LÍMITE DE UNA SUCESIÓN 


1. PUNTOS DE ACUMULACIÓN 

Un punto de acumulación de una sucesión 
es un número real “r”, alrededor del cual se 
“condensa” la sucesión. 
Por ejemplo, en la sucesión definida por 


1.1.1 1 ) 
a Uca 
í 4'8”16 , €l cero es un punto de 
acumulación. 

0 116 1/8 1/4 1/2 
Definición 


“b” es un punto de acumulación de la sucesión 
tan) si y sólo si toda vecindad de “b” contiene un 
número infinito de términos de la sucesión, es 
decir, si dado € >0 lb-a, | <€ para un número 
infinito de valores de n. 


b) (a,)/a, =[vn] 


Cc) ans =3-a, , a¡=1 


e) a,=(33)" 


Resolución: 
a) Como An+19,=2a,>0 
> (a,) es creciente 


bp) ta) =(110, 1/21 [V31, 144]... 


=(1515152.... 
Es una sucesión no decreciente 
Cc) an. =3,, ay =1 


la,)=11;2;1;2;...) 
La sucesión no es monótona. 


n+] n n 
o 
= la sucesión es decreciente 
e) (a,)=1-3; 9; -27; ...) 
Es una sucesión de términos con signos 
alternados. 


Ejemplo 
Dada la sucesión fa,,) tal que: 


an = eL 

n 
l es punto de acumulación puesto que dado 
€ >0 se tiene que |l-a, |< € para todo n tal que 
ñal ya que i(12]=! y si n=0(7) 
€ | nj n E) 
1 


| 
a>l=> E «Ese. 
mi ja! 


2. LÍMITE DE UNA SUCESIÓN 

El límite de una sucesión fa,) es un número 
real L tal que los términos de la sucesión se 
aproximan cada vez más a él, al crecer “np”. 
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Por ejemplo, 1 es el límite de la sucesión 

£0,9: 0,99; 0,999; ...) 

Si los términos de una sucesión fa,) se 
aproximan cada vez más al límite L, al crecer n, 
se tendrá que |l-a,] se hace cada vez más 
pequeño, es decir, que basta tomar n 
suficientemente grande para hacer |l-a,] tan 
pequeños como se quiera. 


Definición 
Se dice que L es el límite de la sucesión (fa,) 
si y sólo si dado £>0 existe N>0, tal que 


|L-a, | <€ para todo n>N. 


Se escribe: 


Ejemplo 1 
Demuestre que 3 es el límite de la sucesión: 


b-1 


Resolución: 
Dado € >0, demostraremos que existe N>0 tal 


que |L-a,|<8; VWn>N 
ps el5= 
n ni n 


Tomando N= : se tiene que n>N 


n=0a-— ,a>l AU JEloe 
€ nia! 
Ejemplo 2 
3 Z 
Demostrar que — es el límite de a, = 3n-1 
4 4n+5 


Resolución: 

Hay que demostrar que para cualquier € >0 (por 
pequeño que sea) se debe demostrar la existencia 
de N>0 (dependiente de € ) tal que: 


as <E para todo n>N 
3_3n-1!!_| 19 les 
47 2095)“ ¡Aan+5) 
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44n+5) 1 1119: 
19 "E 44€ 

A O A 
, 4 dE o Y Ad 


para todo n>N. 


Si £=0,001;N= dee) 


4e 
Ne -) =1186,25 lo que significa 
que todos los términos de la sucesión 
posteriores a de orden 1186 difieren en É 
valor absoluto de 3/4 en menos de 0,001. 


Ejemplo 3 
1142-10" 2 
Demostrar que lim ————- == 
a» 54+3-10" 3 
Resolución: 


Hay que mostrar que para todo € >0 existe un N 
tal que: 


2 14+2-10” 
aa st 
3 5.310") , para todo n>N 
E 142-10" 7 

a A iS 
3 5+3-10% 3(3+3-10%) 


365+3.109)>1 > 3.100>%-5 
7 € 3€ 
> n>log|3|y.=5]j=N 
3L3€ 


147 
“ Vn>N , N=lo0g|-| —-5 
n> EE ] 


: .  1+2-10" 2 
se tiene lim ———— =-= 
n->"543-10"—. 3 
La sucesión (a,) se llama convergente cuando la 
sucesión tiene límite, en caso que no tenga límite 
la sucesión se llamará divergente. 


CAPÍTULO VII 


CRITERIOS DE CONVERGENCIA 


L Si una sucesión es monótona y acotada es 


convergente. 

Ejemplo: 

2n-11 $135 7.19 ) 
Gal iioir—) e menciona 


; sao 2 
creciente y no supera cada término a 3 


-. es convergente 


TL. Si una sucesión (a,) es tal que b, £a, £C,, 

además, lim b, =b, limc, =b => lima, =b 
no N-300 n— 

III. Una sucesión fa,) es convergente si y sólo si 
dado € >0, existe N>0 tal que para todo p, 
m>N se tiene que 
|a,- dm] <E (criterio de Cauchy) 


Ahora consideremos una función con 
dominio A y rango B y un punto x que se mueve 


en el dominio. 4 


A B 


Se puede considerar que f representa un 
proceso dinámico, en donde el movimiento de x 
en el dominio provoca un movimiento del punto 
fG0) en el conjunto B. Al acercarse x a un punto fijo 
p, f(«) puede acercarse a un punto fijo f(p) de B. 


x>p implica f(x) > f(p) 
Si esto sucede, se dice que la función f tiene 
límite cuando x tiende a p, sin embargo, puede 
también suceder que el punto f(d) no se acerque 


Límites 


a algún valor y en ese caso se dice que la función 
f no tiene límite cuando x tiende a p. 


Ejemplos 
l.. Sea f(0)=1%+1 cuando x> 2. Veamos la 
variación de f para una variación de x. 
x ]J1 11 12 ... 19 2 
f(x) | 2 2,21 2,44 .... 4,61 5 


Vemos que cuando x > 2, f(x) > 5 


| 
2. Seag(x)= 3) cuando x > 2. 


Veamos la variación de g para una variación 
de x. 


En este caso, la función no se acerca a ningún 
valor. 
Gráficamente. 


En el primer ejemplo, se dice que la función 
tiene límite cuando x tiende a 2. La función tiende 
a5, es decir, su límite es 5. En el segundo ejemplo, 
la función no tiene límite puesto que el valor de 
la función crece indefinidamente al acercarse la 
variable al valor de 2. 


343 


Lumbreras Editores 


Álgebra 


“DEFINICIÓN FORMAL DE LÍMITE 


Para formalizar el concepto x tiende a p, se 
toma una sucesión (x,) convergente a p en el 
dominio de la función f. A esta sucesión (x,) 
corresponde otra sucesión ¿f(x,)) de valores de 
la función, si esta sucesión es convergente y 
converge a L, se dice que tf(x,)) tiene límite L 
cuando x tiende a p. 

Y se denota: 


Definición 
Se dice que la función f(x) tiene límite cuando 
x tiende a p y que ese límite es L, escribiéndose 


lim f(1)=L si y sólo si, para toda sucesión de 
x>p 
valores de la variable (x,) tal que lim X, =p se 


tiene que: lim f(x, )=L 


Como conclusión de la definición de función 
y de límite, se tiene que el valor del límite L de la 
función es independiente de la sucesión (x,) 
convergente a p que se elija. 
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Esto quiere decir que si se toma dos 
sucesiones diferentes (x,), (x,,) que converjan a 
p, entonces las sucesiones (f(x,)) y (f(x,)) 
convergerán a L. 

Esta definición no proporciona un criterio 
práctico para determinar el límite de una función; 
para este propósito es conveniente emplear el 
siguiente teorema. 


y sólo si dado £>0, existe 5>0 tal que 
|1£G69-L| <e para todo x tal que |x-p| <8. 


Esto implica que todos los puntos contenidos 
en una vecindad cualquiera de L, se obtiene 
mediante la función a partir de puntos que están 
en una vecindad de p. 


Vecindad 
Se llama vecindad de centro x, y de radio 


3>0 al intervalo abierto de centro xp y de 


extremos xp—3 y x¿+0 y se denota por: 
V(x))=<xp)-0,xp+0> 
(3) 
Gráficamente: 
eS 


Xy +Ó 


X¿-0 Xo 


xpÓ<x<x +8 e 3<x-xp<5 e |x-xp[<8 


=> xe Vx) e lx xp] <8 


CAPÍTULO VII 


Límites 


Interpretación geométrica del teorema con xy=p 


po PX p+ó X 


p-8<x<p+S > —-8<x-p<ó > |lx-p|<S 


L-E<f(1)<L+€ > -E<f(x)-L<eg e Ifx)-L|<e 


Demostración del teorema 
Sea f(x) una funcion que satisface la condición 
impuesta por el teorema. Tomemos una sucesión 
tx, tal que: 

lim x, =p 

No 
Esta sucesión origina la sucesión (f(x,)) y se debe 
demostrar que dado un € >0 existe N>0 tal que 
IfG,)-L| < € para n>N, es decir, que requiere 
encontrar el valor de N para cada € . 
Para ello, basta aplicar la condición impuesta en 
el teorema que permite asociar a cada € con 
5>0, tal que: 

Ix-p]<8 si |fO)-L|<e 

Una vez obtenido el valor de 3 que corresponde 
a € basta recordar que |x,-—p|<8 para todo 
n<N; puesto que lim x, =p 

No 
Este valor de Nz es tal que |f(x,)-L]<8 para todo 
n >N; y entonces se tiene que: 

lim x, =L 


Na 


Por lo tanto la condición es suficiente. 


Para demostrar que la condición es necesaria 
emplearemos el método de reducción al absurdo, 
Suponiendo que: 


limfto0 =L, pero que no cumple la condición 
impuesta al teorema, es decir, que dado £ >0, no 
existe ¿> 0 tal que: 

0) -L|<E si |x-p|<8 
Esto significa que para cualquier 5>0 existe un 
valor $ de x para que |P-p|<ó tal que 
(8) -L[>€ 


Tomemos ahora una sucesión de valores de x 
definida en la forma siguiente: 


I. Se construye una sucesión de vecindades del 
punto x=p cuyos radios sean los términos de 


una sucesión (3, ), 8, >0 tal que: 
lim(S,)=0 
N>o0 

ll. Se toma un punto f| de cada una de estas 

vecindades que cumplan la condición: 
If(B,)-L|>8 

Por hipótesis en cada vecindad existe cuando 

menos un punto $. 


La sucesión ([B, —Ll] tiene un límite cero, 


puesto que cada uno de sus términos es 
positivo, al mismo tiempo, es menor que el 
término correspondiente de una sucesión 
cuyo límite es cero. 


Entonces lim(5,,) =p 
Nh—00 
Hemos construido una sucesión de valores 


de la variable que tiende a p, sin embargo, la 
sucesión correspondiente de valores de la 


función (£(B,)] no tiene límite porque para 
todo n If(B,)-L!>€ 
Hemos llegado a una contradicción, entonces se 


ha demostrado que la condición impuesta en el 
teorema es necesario. 
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Ejemplo 1 


Demostrar que lim(x+2)=5 
3 


Resolución: 


Sea f(1)=x+2, p=3, L=5 se tiene que 


HGO-L]<E 

lx+2-5|=|x-3|<E8 

basta elegir $=€ para que |f()-5|<8 tal que 
Ix-3|<8 

Con lo cual queda probado que lim( +2)=5 


Ejemplo 2 


Demostrar que e =5 
x>3 3 


Resolución: 


5 
Sea 10)= 3 >L=5Ap=3 


> |f00)-L|= 


=> 3ix-3|<E 


dado £>0 basta elegir $ = ce 


con lo cual |x-3|< $ 
+. queda demostrado 


Ejemplo 3 o 


Demostrar que limbe -3)=13 


Resolución: 

Sea f(x)="-3 => L=13, p=4 

[00 -L]=]|.é-3-13]|=](x-0(x+4)]<e€ 
=|(x-0(x-49+8| s [x-4]?+8]x-4|< e 

Para € >0 basta escoger 3= J16+€-4 

Para que |f(x)-13|<g8 para todo x tal que 
Ix-4|<8 
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Elección de $ 


De: 
ix-417+8]x- a1<8 con |[x-4|<8 


RRA LARA RA SAURA AAA y 


1 
Í 
pom, 


| 
se tiene: 8 +85<8 | 
: 8 +85+16<8+16 => (844) <e+16:] 
> 5+4<Je+16 => 5<Ve+16-4 | 
Luego se elige 5716 6-4 a 


A O A sac ts 


ERES PA GAO 


rn 


Ejemplo 4 
Demostrar que: 
2x6 +x* +32 


im 2 _—=-8 
xo! x—1 


" Resolución: 
Dado £>0 hay que demostrar la existencia de 
3>0 tal que [fod-L|<e con |x-1]<3 


2x1 6 +1? 43 


8) 


-1 


> |f060-Ll= 


Como0<|x-1|<8, xz1 y factorizando se tiene: 


ODO -4-3x-3) y 
ea) 


[12x* -4x? -3x+5|=]x-1/|2x7-2x-5 


Sifx-1|<8 tomando 5<1 se tiene -1<x-1 < 1 
=> 0<x<2 


<X8+4+5)=175 


€ 
Tomando para 3 al menor valor de los 1 y 17 Se 


tiene lo pedido: 


.0= min ko) con lo cual 


CAPÍTULO VII 


Límites 


EXTENSIÓN DE LA DEFINICIÓN DE LÍMITE 


Para dar una extensión de la definición de límite 
de una función, cuando no todas las sucesiones 
de valores de la variable conducen a sucesiones 
de valores de la función, con el mismo límite. 

El concepto de límite de una función se puede 
extender favorablemente en los dos siguientes 
casos: 


1. LÍMITE POR LA DERECHA 
Cuando para toda sucesión de valores de la 


variable (x,) tal que limx, =b con x,>b, se 
N-+o0 


tiene que limf(x,)=<c, se dice entonces que c 
n>o0. 


es el límite por la derecha de la función f(x) 
cuando x tiende a b. 

Observe que en este caso todas las 
sucesiones de valores de la variable se acercan a 
b por la derecha, lo cual justifica la nomenclatura. 
En este caso se escribe: 

lim f0) =c 


x>b* 


2. LÍMITE POR LA IZQUIERDA 
Cuando para toda sucesión de valores de la 


variable (x,) tal que limx, =b con x,<b, se 


tiene que lim f(x,)=c, entonces se dice que c 
h>0 


es el límite por la izquierda de la función f(x) 
cuando x tiende a b. En este caso, todas las 
sucesiones de valores de la variable se acercan a 
b por la izquierda y se escribe: 

lim f0) =d 


xob 


Los límites se llaman límites laterales. 


TEOREMA * 


Existe el límite de una función si sus 
límites laterales son iguales y éste a la vez 


es el límite de la función. 


(he 100 160 = Iii 


Pes 


Calcular los límites laterales de f(x)= [x] cuando 
x tiende a 2. 4 


e 
*- s 


Resolución: 


Límite por la derecha 


Si 2<x<3 entonces f(x)=2 por definición del 
máximo entero. Por consiguiente, cualquier 


sucesión (x,) de valores de x, tal que 2< x, <3 
producirá una sucesión de valores de la función 
[f(x,)) donde f(x,)=2 y por lo tanto: 

lim fQ) =2 

x>27 
Límite por la izquierda 
Si l<x£2 entonces f(1)=1. 
Por consiguiente, cualquier sucesión (x,) de 


valores de x, tal que 1<x, <2 producirá una 


sucesión [f(x,)), constante de valores de la 
función f(x,)=1. Entonces: 


lim f(x, )=1 


Mi 


Por lo tanto: 
lim f00) =1 
xr 
De 1 y Il muy a pesar que tienen límites laterales, 


por ser distintos hace concluir que el límite de la 
función cuando x tiende a 2 no existe. 


Gráficamente 
Y 
2 L----.---- 0 


N 
> 


3 
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TEOREMA (Sandwich). 
Si htO)sg00<tO y 


lim h6) =Jim fG) =b => lim g() =b 


Para demostrar basta recordar que por hipótesis, 
dado €>0, existe 8,>0 y 8,>0 tales que 
InG)d-b|<E, para todo x, tal que |x-a]<8, y 
10) -—b|< E), para todo x, tal que |x-a|< 8,, es 
decir, tomando ó=min(8, ,5,) existe 3, tal que 
[hGd-—b]|< e para todo x tal que |x-a]<ó6 
Debido a que |f—)-b|< E , se dice que: 
=E<f(x)-b<e > b-E<f(0)<b+E. 

Así mismo de |htd-—b|< e se tiene: 
-E<h(0O)-b<e€ => b-E<h(x)<b+€ 

Puesto que g (x) < f(x) se tiene g)<b+ E y como 
g (x) > h(x) se tiene que g(1)>b-€ 

De donde: b-E < g(0)<b+€ 

lo cual implica que |g)-b| < E 

Es decir, dado £€>0, existe 5>0 tal que 
l800)-b|<E para todo x tal que |x-a]<8 


Por lo tanto, lim g(x) =b 


Ejemplo 1 

Demostrar geométricamente que: 
lim PX = 1 
o Xx 


Resolución: 
Construimos una 
circunferencia de 
centro (0;0) y 
radio | como se 
observa en la 
figura. 


tanx 
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Por áreas: 

Área del Área del Área del 
triángulo OAC ” sector OAD ” triángulo OBD 
1 1 1 
Cos xsenx<-=x-1<-1-tg-x 
2 2 2 

Dividiendo por Zsenx se tiene: 
senx 1 
COS xXx < < => COSX< < 
senx  Cosx x cos Xx 


Luego, tomando límite cuando x > 0 


=1 


lim cosx=1 y lim 
x>0 


x>0 COSX 
.  Ssenx 
-. lim =1 
A Xx 
Ejemplo 2 
: 2 
Demostrar que lim -——= 7 =2 
x>0 l4+e 
Resolución: 


1 
Al tender x>0% parece que y “rece 
indefinidamente, e!” crece indefinidamente, 
e” tiende a cero, 1+e7* tiende a 1 de modo 
que el límite pedido es 2. 
Para demostrar hay que hallar 8 > 0 para un € >0 


dado tal que: 


ae siO<x<ó8 
+e 
2 20" 2 
Como me - 140 Y rs 
Vx 
y EA aa 
2 € € 


Tomando logaritmo E > al E 1) 
Xx € 


1 
Así O<x< 77 se puede ver que queda 
ino!) 
€ 


demostrado. 


CAPÍTULO VII Límites 
_A O A  - _Q z=_ _A 4 4=<=- <p límites 


Ejemplo 3 Demostración 
1 2. Por hipótesis se tiene que dado £>0, dado 
Halle el límite de f(x)=arctan (5) cuando x 3>0, tal que |f—)-b|<E, y |800)-c] < E, 
ad para todo x si |x-a|< 8 
Como 

Resolución: 1160 +800-(b+c)| =1(169-b)+(800-c)] 
Tomando límites laterales. < |60)-b]|+|800-c|< E, +€, =€ 
I lim arc tan E as Tomando €, = €, = a 
; x>0* Xx 2 2 

1 - 2 |f60)+800-(b+c)|<E para todo x tal 
IL lim arc tan 7 )= que |x=a|<8 


Como estos límites son distintos el límite pedido 3. 1109800 be] =]£00 860 -fG)c+f()c—be] 


no existe, =1f606800 - )+c(f09 —b)| 
== < 110911800 -c] + [e] 1(£60 —b)] 
“"TEOREMAS SOBRE LÍMITES =1f09 - b+b]|8 (00) —c|+]c]] (660) -b)] 
Ss (60—b]+]bP)1800-c]+]c] | (66) -b)] 
Sean f y g dos funciones tales que: Como |f—e) - b|<E, a |g() - c[<€,, se 
limft)=b a lim g(x) =c tiene: 
x>a xa <(€, +|b])€, +|c] €, =€f +]b] €, +]c] €, 
con a, b, ce R se cumple que: se tiene |f(x)g(x) - be|<E para todo x, tal 
lim Af() =Alim f()=4b AER que |x=a|<5 
A>a x>a 
lim [fi lim f li b 4 Len a > ci) -bEGo) 
O [160 +800]= pac (0 +lim s(x)=btc “leo c leGdd 
lim [£(0) -800)] = lim f£() -lim g() =b-c _Jef(x)-be+be- bg(x)| 
xa x>a x>a = 
l8G0][el 
lim( 109) PU dl si cx0 — et) -b)-b(g60 -o)]| 
xa(80)) limgl) c lO lle] 
: e de Por hipótesis dado £ > 0, existe 5>0 tal que 
lim (160) = (lim £(0) =b" ,neN 160 —b]< €, [glo —c|<E,, para todo x tal 


que |x-a|<g8 
Entonces podemos escribir: 
169 _b|_ Es(lc]+bl) _ e,(1+[b/c)) 


y = E e 
lim YO) = oflim 100 = Vb ,¿NEN 


Sin es par debe cumplirse que b> 0 | 5 
180) cl —Jele+e -€,+|c] 


lim (log, £(x)) = og, (limf)) =108, b;b>0 [e|=1c-800+800|S|c- 20 |+1800| 


$ Lim f(x) > |8(x)]>]c|-e, 


imp =p "=p? peR*-(1) 
xa de. €¡(1+] b/c 1) 
ÚiOS Eligiendo: =E>0 
lim (1029509) = (li COJE =p Et e] 
existe 5>0 tal que Edo <€ para todo x 
con be R*-(1) x) 


con |x-a|< 5 
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Aplicación 1 
Halle los límites: 


a) lim (Q-6x+4) 


b) lim (3B+D0-D É 


 6x2-3x+1 
a lim == 
ml xó-2x+5 


Resolución: 


a lim (2 -6x +4)=lim x? —lim 6x +lim 4 


x3 x>3 

= Y-6x3+4 =-5 
b) 
lim[(3x? +D0-D]= lim (x?+D lim (3-1 

= (3x2%+1)(2%-1) = 13x8 = 104 

: 2 

da E | Ñ lim (6x -3x+1D 
xl x2-2x4+5 lim (e -2x+5) 


. 2_ , . 
A ASIA 634 
lim x?-lim2x+lim5  1-2+5 


xl al x>l 


COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO DEL LÍMITE 


Aplicación 2 
Calcular lim f(g(x)) 


Resolución: 
Para calcular este límite hay que considerar 


primero lim g(x), si este límite existe y es, por 
xa 


ejemplo c, entonces lim f(g(x)) = lim f(g) . Si el 
x>a goc 


u_ » 


límite de g(x) cuando x tiende a “a” no existe, 


entonces no tiene sentido hablar del lim f(g_0) , 


puesto que el argumento de la función f, no tiende 
a un valor determinado. 
Así: 
a) lim (800) si g)=x+6 
f00) =2x 
L lim g(x)= lim (x+6)=3+6=9 
> x> 


IL limf(7)=lim2z=2-9=18 
z2>9 2->9 


b) lim f(860) cuando 209=. 


x-1 
(2)=2* 
] . 1 1 1 
L lim = lim = = 
sE g00 a) 1-1 0 


Aquí no se puede hablar de límite. 


Hasta ahora solamente se ha hablado del 
límite de una función cuando la variable tiende a 
un valor finito; sin embargo, es posible definir 
también el límite de una función cuando la 
variable crece indefinidamente, es decir, cuando 
la variable tiende a infinito. 

"Basta considerar cualquier sucesión no 
acotada de x. 


Ejemplos: 


1. Seala funcion f(x) =arctan x, cuando x crece 
ilimitadameñte. 
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Al crecer x, la función se acerca al valor de 


n/2 y denotamos por lim arccot x= > 


x—>0 


CAPÍTULO VII 


Límites 


2. Sea la función g(x)=x?*, cuando x crece 
ilimitadamente. 


g 


A 


Al crecer x, la función también crece 
ilimitadamente y la denotamos por 


lim? =0 


x>o.» 


Se dice que b es el límite de f(x) cuando x tiende 
al infinito (es decir, cuando x crece 
ilimitadamente) y se escribe: 


lim f(0) =b 


x>0 


LÍMITE AL INFINITO 


Si y sólo si, para toda sucesión divergente de 
valores de la variable (x,), la sucesión 
correspondiente de valores de la función (f(x,,)) 
es tal que: 
lim f(x,)=b 

Esto equivale a decir que siempre es posible 
encontrar un valor x¿ de x, tal que dado € >0 y 
5>0 se tiene que |f(x)-b|<g para todo x tal 


que X>x; 


Cuando limf(x)=b se dice que f tiende a b 


A—>300 


asintóticamente. 


Un número real b se dice que es el límite de 
f() cuando x tiende a + o cuando x crece 
ilimitadamente y se escribe: 


limfG)=b e Ve>0 3JkeR 
tal que x>k = |f(00)-b]<8 


Un número real b se dice que es el límite de 
f60 cuando x tiénde a -s», O cuando x decrece 


ilimitadamente y se escribe: 
lim f(x)=b > VE>0,JkeR 
pa y 


tal que x<k e IKD=b|<E 


Ejemplo 1 

Demostrar que si ne N 
lim EN =0 
de XxX 


Resolución: 


Se debe demostrar que VE>0, 3keR tal que 


E 
> x>p- 
€ 
Si E => LL_y 
€ po 
se elige: ke 
j € 


<E 


351 
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Ejemplo 2 

Demostrar que si ne N 
lim E =0 
x>- x 


Resolución: 
Se debe demostrar que VE>0, JkeR tal que 


eligiendo k =- E 


Ta TEOREMA 
Sea f(x) una función, se cumple: 


L lim f(x) = lim 1(1/y) 
X—++00 > 


IL. tim 10) =lim f(1/ y) 


IL. lim EQ) =lim (1y) 


Demostración 
L lim f£60 =lim f(1/ y) 
x . y >0 


S 


Sea Pa x>o»=>y>0* 
y 


Sea lim f(x)=b => Ve>0,3keR 


X3+to0 


tal quex>k = [[(x) -b|<8 


Tomando st > yal 
y x 
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1 1 1 
i k =>=-<- =$ 
Si x> <-— => y< 


<€ 


Si 0<y<ó = 5) 
y 


> lim f(Vy) =b 
y> 


Ejemplo 1 
Calcular lim Ea 
xo x-2 
Resolución: 
3+4 3+timí 
lim = —_ E z =3 
2 1ZL 1-timÉé 
Xx x>300 X 
Ejemplo 2 
2x-5 


Calcular lim 
22 dx? +3x-1 


Resolución: 
Dividiendo tanto numerador como denominado 
por x. 


5 
9% 
lim e RN 
100 3 1 1+0-0 
+= 
XxX ox 
Ejemplo 3 
2x-5 


Calcular lim === 
xo y? 4 3x1 


CAPÍTULO VII Límites 
a . _——_  —  m 3 _RQRrPQJ ó.--- -lQá-4Ó4á<]áKE E EAÓÁKÁÉÓ E E __KÉK<———_—— A _—_—__ 


Resolución: Se dice que el límite de f(x) es — «> o que f(x) 
Dividiendo por -x decrece infinitamente cuando x tiende al punto a 
2x 5 y se escribe: 
lim +=%=%- lim f)=-e* + VkeR 35>0 
a ca: REN e 
ox ox tal que 0<|x-al|<ó = f(x)<k 
5 
O Made 
lim x A 
x>-0 31 1+0-0 
x 
Ejemplo 4 


2 _eay 
Calcular lim $X+2'Ox-8Y 
xt 7x-4x%42 
Resolución: 
Dividiendo numerador y denominador por x?. 


(Bx+2 (2x-8Y 
3 


xa 71 -4x42 
PS 
2 3 L— limft)=-> => VkeR 38>0 tal que 
8 x>oa* 
3+=12-= 
lim zx a<x<a+ó0 => f(x)>k 
x>0 4 2 
1-3 + 
O 


IL lim (10) =+> e VxeR38>0 tal que 
_6+02-0* 9x8 _72 e 


7,1 7 > TY a<xga+8,> MN <l La ER 
e VxeR38>0 tal que LÍMITES INFINITOS a 
Se dice que el límite de f(x) es +0 o que $<0 — 
> 010 >k A) crece ilimitadamente cuando x tiende al RAROS 
punto a y se escribe. lim 100 
li =-o 
> VxeR38>0 tal que limf()== e VkeR 38>0 dd 
> f(0)<k tal que O<|x-a|<8 = f(x)>k a-Ó<x<a = 
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"TEOREMA 


Sean fy g funciones tales que: 


A. lim fOd)=b A lim g(x) = +00 
Se cumple: 
lim (100) +80) )=>> 
lim (100-800) )=+>0 sib>0 


lim (1600-80) )=->> sib<0 


lim (0) =b , lim gx) =—>0 
Se cumple: 

lim (160 +800))==>> 

lim (100) -800))==0> sib>0 


lim (160-860 )=+0 sib<0 


0 e. 
Calcular lim 
x>2* 


" O2TEOREMA 
Si limf()=b=x0 A lim g(x) =0 
xa xa 


se cumple: 


a. Si g0)>0 Vxxa 


+0 sib>0 
“Ao sib<0 


Si g0)<0 Vxzxa 
-co sib>0 
A 4oo sib<0 


Calcular lim 


Las mismas condiciones son válidas para los 


límites laterales. 
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Ejemplo 1 
Calcular lim LX 
x>0 x 


Resolución: 


lim (1-)=1%0 


limx"=0, gl) =x">0 Vxx0 


Ejemplo 2 


-6 
x?-4 


Resolución: 


lim, (2x6) =2(2)-6=-2 


lim, (2-4)=0 x?-4>0Vx>2 
pa 


-  2x-6 
> lim > = co 
x>2 xx“ 
Ejemplo 3 
sen(x-2) 


x>4 (x-4)(x-2)* 


Resolución: 


lim sen(x-2)=sen2>0 


xo 


Álgebra 


lim, G-0GX-2=0 A Q-0A-D>0 Vx>2 


Pa sen(x -—2) LG 
x>s* (x-Mx-2) 


CAPÍTULO VII Límites 


; E - Ejemplo 1 
: 6 TEOREMA * 
] [x?]-4 
Si neN se cumple: Calcular lim 4 
x>32 x“-4 
L 
A I ; Resolución: 
Il. lim => sines par 
=[*= sin es par 1. Si x?e[1,2> 
AE Si xe[1,2) > [x"]=42. si x?e[2,3) 
- == 3. Si x”e[3,4) 
4 s TEOREMA 200000 
Sean f y g funciones tales que: 1. Si xe | 1,42) 
A. Si lim ((x) =+00 A lim 8g(x) =00 > [*]= 2. Si xe[V2,43) 
le: 
ia 3. Si xe [ V3,2) 
* lim (£60) +80) )=+>0 
z 2 
. 1] Go) - =+o0 x?-4 z 
O eljes Luego, a a 
xoa27 X -4 x>2 X —4 
Si lim f(x) =-c> y» lim g(x) =-0o 
se cumple: Ejemplo 2 
f 2 
lim (00) +800))=—<o Calcular lim 4 E 
A xo x- 
lim (160) -g(x))= +00 
Resolución: 


Si lim f(0) =+0e a lim g(x) =-00 


Six>3* = x>3 


le: 
AS : EA A x+3_ 
. lim (100-800) ) ===> xo3* x-3-4x=3 x3vVx-3 


CÁLCULO DE LOS LÍMITES DE FORMAS INDETERMINADAS 


Entre las formas indeterminadas tenemos: 


2 200007 0x0 1" 
0 o 
f(3=0 >= f69 =Q-aJqbo) 
1. FORMA 
0 g(a)=0 = g(0) =(-a)H() 
09) 0 E , 
Si ES toma la forma ye obtiene que: iiendá tim £48 qlo) _q(a) 


xa (x<á) h(x) h(a) 
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Ejemplo 1 

Calcular lim 042x355 
xl x-3x24+3x-1 

Resolución: 


Evaluando en x=1, vemos que la expresión toma 


0 
la forma 
1+2-3+5-5_0 A iii 1 
33 = 7» entonces e actor que lleva a 


la indeterminación en x-1 para lo cual 
necesitamos factorizar tanto el numerador como 
el denominador. 

4230 + m5 


Por divisores binómicos. 


=(x-D(x*+3x +5x +5) 
o Led +30 +5x+5) 
xl (x-D 


ox 4345x +5 
= lim ——_————_— 
x>i (x-D 
Evaluando en x=1 se obtiene: 
14+3+5+5 
A 
(1-D 


Ejemplo 2 


3/2 _03 
Calcular lim dea 
x>l (x-1) 


Resolución: 


0 
Evaluando en x=1 toma la forma m] 


Haciendo un cambio de variable 
x=yY >Six>ol= y>1 
Se tiene: 
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+1 I 


Ay] MS 


Ejemplo 3 


El 
9 


Yx+1-1 
Calcular lim 
x0 y x+1-1 


Resolución: 


En x=0 toma la forma : 


Asimismo, hagamos un cambio de variable. 
x+1=é six>0,t>1 


Luego, se obtiene: 


GAS +t+ 1) 1+1+1 
lim = = 
E) 1+1 


3 
2 


Ejemplo 4 


yl+senx -Y1- senx 


Calcular lim 
x>0 Xx 


Resolución: 


Toma la forma - 


Asimismo, el límite es equivalente a: 


tim -[(/Tesenx —1)+(1-/Fsenx)] 


xo0x 


Calculando separadamente: 


tim V+senx 1. l+senx +1 
* 0 x Ji+senx +1 


CAPÍTULO VI! Límites 
— _ Q_ 2__Az> >> 02 E QA Limites 


lim l+senx-1 1 Resolución: 
ón x— NE ] 0 
Ñ 5 iia: Como vemos toma la forma — 
senx 1 1 1 . y 
= lim ——. lim 9=o— =]l.-=- Hagamos un cambio de variable 
ES x>0 /I+senx +1 2 2 


2x+1=ésix>0 > t>1 
I-Plosenx 1+3/1-senx +3/I-senx ] Y2x+1-24/2x+1+1 
lim j 3 Se obtiene lim 22222237 
420 x 1+Y1-sen x +3/1-senx x>0 (2x+D?-1 


— im Usen) 1 , tin LE é-28+1 
e x 1+31-senx +Y/1-senx pl (ey 1 (2-1 


senx 

= lim lim UAOÉ+t+D -4 1 
x>30 x x>0 3 3 lim = oo 
1+31- Na senx. in AA SD 12 3 


E 
1+1+1 3 Ejemplo 7 
11.125 
Luego, el límite pedido es: 2+5=% Calcular lim Ei E 
2.3 6 Ñ 1231-71? +15x-9 
Ejemplo 5 Resolución: 
, |? -5x|-6 Evaluando; 375:3'+3:3+9 _0 
cr 6-3 valuando: 3577 37,15-3-9 0 
Entonces hay que factorizar cada uno de los 
Resolución: polinomios. 
. - 3x+9= (x-3)? 

¡ a + 3x+9= (x-3)Ux+1) 
diia 4 «TO +15x-9=(x-3) (0-1) 
Luego: j (AMERO 0. 2 

Luego, lim GA y 2 
x> x— 
Le -5x]-6 sn 5x-x*-6 
pa (3-10,/7- Peral ra Ax -3)47 - (x+ 4) Ejemplo 8 
AD) (2) Calcular lim £28%7<059 
im <> => +00 x>a x-a 
3 (eN 3—x 
lim 43-x=0 A x-2>0 si x>3 Resolución: 
x>3 
Toma la forma : 
Ejemplo 6 


Además recordemos que: 


V2x+1-24/2x+1+1 
Calcular lim A +Adx cosa=cosp= 2500 SE Joer 2) 
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En el problema se tiene: 


-2sen +8 xa 
lim z Z 
x>a (x-a) 
*x-a 
ed sen 7 
=-Z lim 50 7) lim 
x>a x>a x-a 
107) 


Recordando que: lim E 1 
h>0 h 


Ejemplo 9 
Calcular si existe: 


Resolución: 


Haciendo que x=h+ Z 


Si oz => h>0 se tiene: 


52 Ajoz +1 
; 5 
na 

V/3n - nz) 


E 
3h+r |+1 
im Du Ea y 37 +45h +31 


1 
0 /3—V/5h+30  J3n+v45h+3x 


[cos =h -/31 + /5h+3m 


h>0 -5h 
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EST E A a ERA 


5 5 
1-cos=h 1+cos=h 
= lim 3. (37m +V5h +31) 


dis Dd l+ cószh 


ta 
I=cos 3h a+ /5h+3n 


a 
l+cosgh 


5 
3h 
AS MEAR ETES 


= lim ql 1 z 
dis 1+cos2h 
3 
—h 
sen 3 23% 
= —lim . 
h>0 5 Y2 
3|-h 
3 
Al 
sen= 
Veamos si lim existe 
h>0 3 h 
3 
sen »h ELL 
lim = lim 3-=1 
po 5h ho0 Sy 
3 3 
5h 5h 
sen| E -sen| — 
lim 32m paa 
h>0 5h — 40 5 Sl 
Ea 2h 
3 3 
+. A el límite 
Ejemplo 10 
Calcular 


lin sen*(3x-9)+sen*(2x-6) 
x23 — (x-3)-6x+10) 


CAPÍTULO VII 


Resolución: 


0 
Toma la forma o 


Haciendo x=h+3, si x>3 = h>.0 se obtiene: 


. sen*3h + sen*2h 
h>0 h(nh*+D 


. 1 (seni3h  sen?2h 
=lim > + 
h>0 h*+1 h h 


n>0 h? +1 27h? 4h? 
im p? sen3h ik sen2h Y 
h>0| h?41 3h 2h 
=1+(0+0)=0 
FORMA = 
09 


En este caso recordemos que: 
at 


A O z ) 
i lim—=0 si ceD | 
j xo Xx 
erre 


4 
Calcular lim A 
x>. 13 +2x*+7x-1 


Ejemplo 1 


Resolución: 


== 
Toma la forma — 
co 


Dividiendo numerador y denominador por x* se 
obtiene: 


INES 
tim a? xo E 3+0+0 
x=j3,2,7_1  13+0+0-0 
Da e xa 
3 
13 


Límites 
Ejemplo 2 


Calcular lim É 


x>- $/32x5 -5x +1 


Resolución: 


Es de la forma = 


Dividiendo por x al numerador y denominador, 
se obtiene: 


Si L=lim = == 
xa by +b "4 


Se tendrá que: 


j a 
+es sim>naA—>0 
0 


; a 
si m>n A <0 
0 


Ejemplo 3 


 3x*4+5x-1 
lim A 
> 6x* -5x43 


a] 


xo 2x7-x+9 2 
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ES 5 5 5 cr Y 


Ejemplo 4 


Calcular lim 3sen2x+ den e 
> l+x 


Resolución: 
Como -1<sen2x<l VxeR 


-1<cosx?<1 VxeR 


. 3sen2x+7c0sx” 
= lim 2552 =0 
x>0 l+x 
Ejemplo 5 


Veexr2o dx +42 


Calcular. im ————__—_—_—— 
> der ll 


Resolución: 
Toma la forma co -—oo 
Efectuando la diferencia de fracciones se obtiene 


lim L-3D0-D-(+DG+D 
xo. Lé+DOS-D 
Simplificando 
lim -4x 0242 a 
x>> (i+DGO-I) 


Ejemplo 2 
2 


Calcular tim[ a Xx 
E 


Resolución: 
Resolución: Toma la forma co —co 
Efectuando 
Toma la forma = 
Ñ ' lim x 1 
Dividiendo numerador y denominador por x2, se x>00 j +1 


obtiene: 


91,1, 2_ 11,2 

lr A xx 

qa 1 

ox xo x 
_V0+0+0-Y1+0+0 
A+0+0+Í/0+0+0 


3. FORMA oo—oo 


oo 
Su cálculo es similar a la forma — 
Lo] 


Ejemplo 1 


3 4 
x-3 x+l 
lim == — 
Calcular al Por 22) 
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co xd? +1 lx + dat +1 
x>. dx? +1 xd 


J xe-x-p 
= lim 
2 xl (e vdx?+1) 
-x 


= lim >= =0 


de? 41 (x+ 13241) 


Ejemplo 3 


Calcular lim (Ve —-5x+6- x) 


x>0% 


Resolución: 
Toma la forma =o—oo 


METETE NN Ax +6+x 
lim o a ITA 
al Rae +x 


CAPÍTULO VII Límites 
Luego, efectuando: 
is EI 5x +6 , 
A A E E ar Pe 
a e x=vx?-1 o xtvx?-1 
5x+-= 5 a | x+vx?-1 
= lim ————£--=-£ 
o 1128. +1 e 
x x ; Es =(x?-1) e 
= lim 
q 1) 
4. FORMA 0xoo 
Se hacen las operaciones correspondientes. 27 
= lim 
x> 0 2 2: 
Ejemplo 1 Xx 1x4 XxX -1) 
j 1 1 YVx-1 eto 
Calcular lim E AE ] EA j] Dividiendo por x? 
lim l sl al 
Resolución: pd ar ha 1d+D 2 
Toma la forma 0x« y que evaluando se tuvo dl Ñ 
1 1942-1 
== =0y2 z RMA 1” 
; >) en V/2 5 FO A1 
Efectuando las operaciones: EL NUMERO e 
El número e se define como. 
im Act 1-51 +1 Vx -1 
x>2| (5x-D(4x+D J(x+2(x-2) SE SL 
n=0N! 
2 Ya 1 
122 (5x -1)(4x +1) (x+2) (0-2) i j h 
Como S, = 141424 — + 00000 ——— 
-(/2-1) 7 2.1 3-2-1 n(n—D...1 
Luego, evaluando 22 Y£ 
9-9.4 324 1 1 


Ejemplo 2 


10 


Calcular lim E -1|x? 
x-1 


Resolución: 
Toma la forma 0x«> ya que 


lim im == 
X-30 x?2-1 A 1 


ELN ió +5<3 
2 2 d 


La serie converge y tiene sentido la definición. 
De hecho la serie converge muy rápidamente y 
nos permite calcular e con mucha precisión. 

Es interesante observar que también puede ser 
definido e por medio de otro proceso de límites. 


TEOREMA... 


lim (te) =e 
No n 
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Demostración: 


1 y 
: =9Y.t=|l1+- 
Sean: S, E ñ +) 


Por la fórmula del binomio: 


ta e li El Aj*- 
RES 


Por lo tanto, t, <S, de modo que: 


r tn 


im sup(t,)<e 


N->00 


Además, si n>2m 


std ES AA e bn 
21 nj 3! n 


Si n> + conservando m fijo, tenemos: 


lim inf t, pts Ane +— 
n>.. 2! m! 
De modo que S,, <inf t,, 
Si m > *+ tenemos finalmente: 

e < lim inf t,, 


N>0 


| 
La rapidez con que converge la serie Y, Em puede 
n=0N! 
comprobarse como sigue. 
Si S, tiene el mismo significado que 
anteriormente, tendremos: 
1 1 1 


AN Mi Mei 


Eco pi Ml 
M+D! n+1 (n+D* nin 


De modo que 0O<e-S, Bon 
nin 


Así, por ejemplo S,, da una aproximación de e 
con un error menor que 1077, 
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e esirracional 


| - “TEOREMA 


Demostración: 
Usaremos el método de la contradicción. 
Supongamos que e es racional, 


Sea e ze con p, q enteros positivos y primos 
q 


entre sí. 
Por lo demostrado anteriormente: 


1 1 
0<e-S,<— => 0<q!le-S,)<-— 
q a!q ( a) q 


Por la hipótesis eq es entero. 


Como Sima let cd +5] es entera 
21 31 q! 


Como q>1l implica la existencia de un enter: 


entre 0 y 1, con lo que hemos llegado a unz 
contradicción. 


-. e no es racional. 


n 
Se demostró que la sucesión ( + a) es crecienz 
n 


y acotada, entonces la sucesión es convergen: 
es decir, tiene límite, se demuestra bastan: 
rápida y se puede calcular con la aproximacic” 
que se desee, con lo que se hal:z 
e=2,7182818284509... 


e= A) 
h=> 00 n 


pe , 
Haciendo ns > eslim(I+h ná 
AA 


pen 


Í 
rene 


TEOREMA 


h=>"o 


lim (12) =lim (1+kh)" =e* VkeR 
n h->0 


CAPÍTULO VII 


Ejemplo 1 
2x 
Calcular lim [271 
>| 2x +1 

Resolución: 
Vemos que este límite toma la forma 1” 

.  2x-1_2 

lim =-+=1 

a» 2x+1 2 


Estos límites se calculan usando la definición de 
e y el teorema anterior. 


Haciendo 2x=h x ->+,h> «o se obtiene: 


h 


Ejemplo 2 
Calcular lim (1+senx)'* 
Resolución: 


Toma la forma 1” 


1 
Recordando que lim (1+h) =e 


Transformando se tiene: 


senx 


l xXx 
lim la +senx)""”* ] 
x>0 


Haciendo senx=h como x>0 => h->0 
Tendremos: 


senx 


LY bes 
ES Dl =el'=e 
h>0 


Ejemplo 3 


Calcular lim (cos x) 
x>0 


Resolución: 


Toma la forma 1” 


De sen?x+cos?x=1 = cosx=w1-sen? x 
Entonces: 


1 
lim (cos x)* =1lim (1-sen? x)2* 
x>0 x0 


sen? Xx 


1 2x2 
lim | (1- sena?)sen*x 
x->0 


a U senx Y 
im —= ; 
xj 


de E 2 
= lim la-my) E e) 
h>0 


Para hallar los límites de la forma: 


lim [e009r] =C 


debe tenerse en cuenta que: 


1 


Si existen los límites finitos 
limg0)=A a lim y()=B 
x>a x>a 

se tiene c=A?, A>0 

Si limy06)=A%l1 A lim y(x) = to 

Tener en cuenta que: o 

o [oe si A>1 
dl 6 si A<1 

Si lim wo)=!1 A lim w(x) =0o 

Se supone que w(x) =1+a(x) 

Cuando o(x>0 con x>a 

consiguiente: 


1 76d woo 
c= E (1+ ma] 
xa 


lim al) wo) lim (y00d-DyGo) 
= e 


— paraa 
=e 


siendo e el número de Neper. 


Límites 


y, por 
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A 9 OO OOOO E DO DO DON 


Ejemplo 1 


4 
2+x | 
3x+3 


Calcular lim ( 


Resolución: 
2+x 
im 
1203143 


2 

3 

4 

Pp _ 

fal 30 

2+x 2 Y 

= lim =|[2| =+400 
x>0 el 3 


ASÍNTOTAS 


Ejemplo 2 
3x 


Calcular C=lim[ 243 o% 
x>0 7x+2 


Resolución: 


im 4x+3_3 
x>07x+2 2 


3x 
lim ——=3 = 
0 6x4 


> c-(5) =00 
2 


DESEA 


Las asíntotas son líneas rectas que, 
prolongadas indefinidamente, se acercan a una 
curva sin alcanzarla. 

Veamos el gráfico: 


y 


XxX 
X, : asíntota vertical 
X, : asíntota horizontal 
Hz: asíntota oblicua 


DE 


1. ASÍNTOTA HORIZONTAL 
Se dice que la recta horizontal y=b es una 
“asíntota horizontal” del gráfico de y=f(x) si: 
b= lim f(0) ; b= im 1169) 


X->+00 


2. ASÍNTOTA VERTICAL 
Se dice que la recta vertical x=a es una 
asíntota vertical del gráfico de y=f(x) si: 


lim f(x) = +02 v lim f(x) = oo 


*x>a xa 
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lim, 00) =+>% y lim f(x) =-0o 


x>a* 


lim f(x) =+0 v lim f(x) =-00 
xa x>a 


3. ASÍNTOTA OBLICUA 

LL La recta y=mx+b es una asíntota oblicua 
derecha del gráfico de y=f(x). 
Si: m= im (2) , MER-—(0) 


x>0 


b= lim (f(x)-mx), beR 


Il. La recta y=mx+b es una “asíntota oblicua 
izquierda” del gráfico de y=f(x). 


Si m= lim en , me R-(0) 


AS 


b= lim ud 


Y y = mx+b Á 


CAPÍTULO VII 


Límites 


Ejemplo 1 
Determinar las asíntotas del gráfico de: 


Resolución: 
a. Asíntotas horizontales 
Hallando su límite 


me 
*  limy=!lim +x-2|=+4+00 
x-4 


xao XD 


xao X= 


2 
. imy= 0 (7 +1-2) 


o |x?xvdx?—a 
= lim -2 
19. x?-4 


sella) 
E delia) 


= lim a A A 


x= /2 4 (+ /x?-4) 


Entonces y=-2 es asíntota horizontal. 


-2 


b. Asíntotas verticales 


+x-2=+00 


Entonces x=2, x=-—2 son asíntotas verticales 


del gráfico. 


c. Asíntotas oblicuas 


L Sea y=mx+b una asíntota oblicua 


derecha. Hallemos m y b. 


lim > +x-2 
ca x"-4 
XxX 
=tim|- 2414 |2141=2 
E x 


xlx- dx? 4 Mx + Vx? 4) 


= lim -2 
2 de alar dx? 4) 
dE RES. - II 


or dal x+ dx? -4) 


Luego, y=2x-2 es una asíntota oblicua 
derecha. 


II. Sea y=m,x+b, una asíntota oblicua 
izquierda. 


=-1+1-0=0 
=> no tiene asíntota oblicua izquierda. 


Ejemplo 2 
senx 


Hallar las asíntotas de la función f(x)= 


Resolución: 
a. Asíntotas horizontales 
. x . 
lim no existe 
x>)00 
- senx 
lim no existe 


x>—0 


Entonces, no existe asíntotas horizontales. 


b. Asíntotas verticales 
senx 


x>ita XxX 


Luego, y no tiene asíntotas verticales. 
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c. Asíntotas oblicuas (y =mx+b) 


se senx 

lim senx 

= 22-22 lim 2 4 
XxX nio Xx 


Luego, y no tiene asíntotas oblicuas. 


Ejemplo 3 

Hallar las asíntotas de las siguientes funciones: 
3x 

ds ED 


V7-x +3 
2. (00)= 37 


1. 


3. f0)= x-3senx 


ge EE 
ó Yx(x +2) 


Resolución: 
Veamos para 1 
a. Asíntotas horizontales 


ii ==234 
x> (x—3)(x +2) 

: 3x 
lim ——=—— = —o0 
x>. (x—3)K(x +2) 


b. Asíntotas verticales 
li =+ 
153 (x-3)(x +2) 
a 3x 
lim ——— = -00 
x>2(x—3)(x +2) 


.x=3 4 x=-2 


c. Asíntotas oblicuas 
y =mx+b 


m=lim x E =+ 
x= x(x—-3K(x +2) 


-. Á asíntotas oblicuas. 


Estudiante ponga en práctica lo aprendido en 2, 3 
y4 


366 


Ejemplo 4 
Hallar las asíntotas de la función xy --x-2= - 


Resolución: 
Despejando y: 


a. Asíntotas horizontales 


TAO EA (12): 
x>0 XxX x> 4 


Md (12) 
Xx 


x>-w. Xx x>-0 


Entonces, y=1 es una asíntota horizontal. 


b. Asíntotas verticales 


lim == =+ 
20% Xx 

x+2 
lim === -0o 
x>0 Xx 


Enírores. eN es) macrsinintavyertical.. 


c. Asíntotas oblicuas 


EN 
A x+2 
CA = lim : )-o 

x 


Ke x>0 
y no posee asíntotas oblicuas. 
Ejemplo 5 
Hallar las asíntotas de la función: 


xx 43 
0 


y bosquejar su gráfica. 


Resolución: 
Hallemos el dominio de la función: 


x-4>0 > (x+2)(-2) > 0 


> xXE<-0,-2>U<2,+00 > 


CAPÍTULO VII 


Sus asíntotas 


cAcírtniza din rtrlañco 
, +3 
lim =+00 
| 
+3 


Entonces, no tiene asíntotas horizontales. 


Asíntotas verticales 


a 243 

li - = +00 
x>2* x? -4 

A +3 

lim =+00 


Entonces, x=2 a x=-2 son asíntotas 
verticales del gráfico de f. 


Asíntotas oblicuas (y =mx+b) 


Entonces, y=x es una asíntota oblicua 
derecha. 


2 
b= lim e +. J=o 


Entonces, y=-x es una asíntota oblicua 
izquierda. 
Luego, la gráfica de f es: 


> 


1 
1 1 
' 4 
t 4 
' 4 
1 1 
1 1 
' ' 
4 1 
4 ' 
1 

1 ' 
1 4 
1 4 
' 1 
' 1 
1 1 
P 4 
1 ! 
4 ' 


PES > 
—Z: 1 
pez ' 
' 1 
t 1 


Límites 


Ejemplo 6 
CrHianca faraiícion 


f00= Vx -5)0 +8x +16) 


Resolución: 


La función es f()= Y(x - 5) +4) 


Asíntotas horizontales 
lim f0) =+>e , lim f(x) =-0. 
x>w x>-00 


Luego, fno tiene asíntotas horizontales. 


Asíntotas verticales 


lim (00) =+>sw Za 


x>ta 
lim f)=->e Za 
x>oita 


Entonces, f no tiene asíntotas verticales. 


Asíntotas oblicuas (y=mx+b) 


E 2 
m= lim CRIS 
Xx>too Xx 


b= lim. (6-6 +407-x)=1 


Entonces, y=x es una asíntota oblicua 
derecha. 
Luego, su gráfica es: 
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CONTINUIDAD EN UN PUNTO 


Sea f(x) una función definida en todos los 


puntos x de un intervalo abierto l y sea xy € l, se 
dice que f(x) es continua en el punto x=x, si: 


lim f(x) =f(x,) 


Xx>X0 


Observaciones: 


l. 
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Para que la función f(x) sea continua en el 
punto x, se necesita explícitamente que se 
cumplan simultáneamente las siguientes tres 
condiciones: 

a. f(x) está definida en x,, es decir f(x,) 


existe, x, e Domf 


b. lim f(x) existe 


X>X0 


e. limf()=f(x) 


Para que f(x) sea continua en el punto x, se 
requiere que exista el valor f(x,) y que VE>0 
35>0/1x-xp1<3 = |1()-f(xp)|<€ 


(Si xy es un punto de acumulación del 
dominio de f) 


no necesita de la restricción | x— x, |>0 ya que 


claramente se cumple | £00 —£ (xo ) =0<€ 


3. 


4, 


Si xeDomf y no es un punto de 
acumulación del Dom f, entonces, f es 
continua en xo. 


35>0, tal que el único punto que satisface 
Ix-xy[<8 es x, y [GO -f£(xp)|=0<e 
vVe>0 


f(x) no es continua en el punto x, si no se 
cumple al menos una de las condiciones de 
la observación (1) y, en tal caso, decimos que 
f00) es discontinua en el punto x. 


CONTINUIDAD EN UN INTERVALO 


Se dice que una función f(x) es continua en 


un intervalo abierto !, si f es continua en cada 
punto xy del intervalo l. 


Ejemplo 1 


1 : 
f09)= E es continua en x=x,=2 


2eDomf, lim =1(2)=1 
x>2x 2 


fG0 es continua en x=x, V xy +0 


Ejemplo 2 
¿i00= Vx 1, f(x) es continua en x=1? 


Resolución: 


Dom f= [1 ;-+00 > 


CAPÍTULO VIH Límites 
———z————J—_—_——=—= mite 


leDomf , lim f(x) existe 
xo 


f0)=0= lim 169 


Entonces f es continua en x=1 por la derecha. 
Se dirá fes continua V xy >1 


Ejemplo 3 
2 - 
l6)= x"-2x+1 


17 es continua en x=1? 
x- 


Resolución: 
L lgDomf 


IL lim f(0 =0 


IL 00,0 A 

Entonces, f es discontinua en x=1. Aunque se 
Puede evitar la discontinuidad redefiniendo la 
función como: 


x-2x+l1 o. 
———, sixx*l 
f0)= x-1 
0 , Six=1 
Veamos: 
L  leDomf 
IL lim f00) =0 


IL. f(1)=0= lim f600 


Con esta nueva definición, f es continua en x=1. 
Sila función f queda definida así: 


2x4 10, 
————, sixxl 
fCO= x-1 
2 , Ssix=1 


su discontinuidad en 1 es inevitable. 
Ejemplo 4 


: 2 lo six>1 ] 
¿La función f()= es continua en 


=1 si x<l 


x=1? 


Resolución: 
Ll  leDomf 


IL lim [00 no existe 
IM. f£01)=1% lim fo) 


=> f(0 no es continua en x=1 
Sin embargo 
L leDomf 


IL lmfo)=1 
x>ot 
TIL f(D)= lim 169) 


Entonces f(x) es continua por la derecha. 


qe 


1 AEREA 
¿1 Xx 
-1 : 
Ejemplo 5 
senx 


Redefina la función f(x)= para que sea 


continua en x=0. 


Resolución: 
L 0e6€Domf 


IL lim ( 2) 
x>0 xXx 


con lo cual f(x) es continua en todo Xp E 0 
Luego, para que f sea continua se debe definir 


así: 
zen sixzx0 
f0)= x 
1 six=0 
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Propiedades de la preservación de la 
continuidad 

Sean f00 y 800 funciones continuas en el 
punto x=a, entonces: 


l. fi g(x) es continua en x=a 

2.  f00.g(x) es continua en x=a 

3. f0)/g() es continua en x=a siempre que 
gx) 0 

4. (£G0))” es continua en x=a, ne N 


5. Yf(x) es continua en x=a si Yf(x) está 
definida. 


Ctd. TEOREMA 2 EC 
Sea f continua en un intervalo 1, y g 
continua en un intervalo L,, entonces, ftg, 


f.g, f/g, (g(a) +0), son continuas en: 


vVae | nl 


FUNCIONES CONTINUAS IMPORTANTES 

1. Función polinomial 
PO) =b,+b,x+bx*+...+b,x" es continua 
para todo x real. 


2. Función racional 


by +byx+byx? +... + bx" 
Apta Ha Xx +... + aX 


f00= 


es continua VxeR , excepto en aquellos 
puntos donde el denominador se anula. 
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3. Funciones trigonométricas 
a. senx,cosx son continuas V xeR 


b. tanx, secx son continuas en todo x rez. 
siempre que cosx* 0 


cosx=0 > x=>(20+D, neZz 


Cc. cotx, csex son continuas Vxex 
siempre que senxx* 0 


senx=0 << x=nmneZz 


Sean f y g funciones tales que existe f o g. 

Sig es una función continua en el punto xp. 

es decir, lim g(x) = 8(x,) y 100) es continua 
x= Y( 


en el punto 2(x0) se tendrá que: 


lim (fo g)(0 = lim f 800 =1(lim 860) 
| 
j 


=f(g(xp)) 
Esto es fog es continua en el punto xy. 
También si Lim g(x) =b y fG0) es continua 
enb: 2 


lim (fo g)G0) =f(lim go) =f(b) 


Entonces fo g es continua en x=a. Es decir, 
no es necesario que g(x) sea continua en 
x=a para que (fog)Go) sea continua en ' 


1 
x=a. : 


Ejemplos: 
[09 = Vsen x 


109=(m o m6) con m ()= /x 
no)=senx 


fes continua en [xe R/senx>0)=A 
[0,71] <A 


CAPÍTULO VII 


Límites 


"PUNTOS DE DISCONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN + 


Se dice que una función f(x) es discontinua 
en el punto x, que pertenece al dominio o que es 
un punto frontera del dominio si en este punto no 


se verifica la condición de continuidad. 


(x-D(x+21(3x-1 


10)= (x-D(x +2) 


Veamos: 


fQ0) es discontinua en x=1 y x=-2 ya que [(1) ni 


f(-2) están definidas. 
Luego, el equivalente de f(x) es: 


f09) =3x-1 conx*l a x%-2 


Ejemplo 1 
Analizar la continuidad de: 


5-x x<5 
0 x=5 
ca EMrEErTE Poor 


Yx-5 


Resolución: 


yt. 


Supongamos que x<5 = f(x)=v45-x, 
5-x>0 


= fes continua V x<5 
Supongamos que x>5 


3 3/2 
e AE Sd 


Yx-5 


x>5 => x-1>4 = vYx-1 es continua 
V x>5 


x>5 => x225>0 = Yx?-25 es continua 
Y x>5 


x>5 => vx-1-2>0 => Uix-1-2 es 


continua Y x>5 
“. f(x) es continua V x>5 


Sea x=5 > f(0)=0 => f(5)=0 
YVx-1-2-Yx?-25 


¿lim =0? 
x>5" Yx-5 
Haciendo x-5=h 


Six>5= h>0 

=> lim fo) = lim f(h)=0 
x>5* h>0* 

lim, 109)=0, lim f_0) = lim. V5=x=0 

x> xo x> 

> lim (0) =0=1(5) > f(x) es continua 
XA 


en x=5. 
Dea,byc fes continua en R. 


Ejemplo 2 
Analizar la continuidad de: 


a. 


hG)=sen(ié-x+2) 


1 
b. g()=sen (cos(53)] 


Resolución: 


a. 


Sea m(x)=x%-x+2 es continua VxeR 


fc) =sen x es continua VxeR 
Luego, ht) =f(mo))=104-x+2) 
=sen(?-x+2) es continua V xeR 


1 . 
s(0) =sen (cos) es continua 
VxeR-(0) 
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CLASIFICACIÓN DE LAS DISCONTINUIDADES 

Se dice que la función f(x) tiene 
discontinuidad evitable o removible en el punto 
Xo si: 
L Existe lim f(x) 


x>Xq 
IL f(x) no existe O si f(xy) existe y 
lim f00 + f(x,) 


Xx>X0 


En tal caso definimos: 


f00) 
fo09= 


LEX 


lim ft x=xy 

X>Xa 
La nueva función f(x) resulta ser continua en el 
punto x, y se llama extensión o prolongación 
continua de f(x) en el punto X.. 


Ejemplo 
Ix-3| xx3 
100) = 
-2 x=3 
Resolución: 


x-3 x>3 
f0)=33B3-x  x<3 
-2 x=3 


lim f0) = lim (x-3)=0 
x>3* x>3* 
lim fO) = lim (3-x)=0 
xo3 x>o3 
De donde lim f(x) =0 
x>3 


Fue una discontinuidad removible en x=3. 
Se puede volver a definir de tal modo que resulte 


continua. 
Ix-3| six+*3 


f00= 
0 si x=3 
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Definición 
Se dice que f(x) tiene una discontinuidad 
esencial en el punto x, si se cumple: 


L lim f(x) no existe 


x>X0 


Il. lim fGo es infinito 


x>X0 
Ejemplos: 
2-x x2l 
1. f60)= 


x+2  x<l 
lim f60 =1 
lim 100 =3 
> Álimf(d 
x>1 
Entonces la discontinuidad es esencial. 
gs 
AS 
lim f0)) = +00 
x>4* 
lim f00) = —oo 
x>4 


Entonces en x=4 es una discontinuidad 
esencial. 


3. f(0)=3-xsen (5) 
x 


lim £00) = 3- lim ventcd 0 
x>0 x>0 x 


En x=0 la discontinuidad es removible o 
evitable. 
La nueva función f(x) que resulta ser continua 


VxeR es: 


CAPÍTULO VII 


CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN EN UN 
INTERVALO CERRADO 

Se dice que la función f(x) es continua en un 
intervalo cerrado [a,b], si se cumple: 


1. f(x) está definida en todo punto xe (a;b] 
2.  fGó) es continua en todo punto x del intervalo 
abierto <a;b> es decir: 
lim fCO =f(x) Vxe<a;b> 


x>X0 
3. f(x) es continua por la derecha en el extremo 
a, es decir: 


lim f_0 = fla) 


xa? 
4. f(x) es continua por la izquierda en el extremo 
b, es decir: 


lim. f00) =1f(b) 


Ejemplo 1 
Obtener la prolongación continua en el intervalo 
cerrado [0;1] de: 


“1! 0<r<1 
109=/1x-4 
4 x=1 
Resolución: 


+ f(x) es continua en xe <0;1> 
Si xe <0;1> 


= lim fo) = pc (09H z = lim (-D 


X->Xp Ix 1 x>X0 


=f(x9) Y xpe <0,1> 
=  f(00 es continua en xe <0;1> 


e lmfG)=lm (-D=-1=f(0) 
x>0 x>0 


> f(x) es continua por derecha en el puntox=0 


Límites 


+ limf0)=lim -D=-1% 4=f(D) 
xt x>YP 
f(x) no es continua por izquierda en x=1 


Sin embargo, se puede definir como: 


x-1 
f0)=41x-1 


-1 six=1 


si xe[0;1> 


Ejemplo 2 
Determinar la continuidad de la función 


4- 2 
f0)= 7 en xe [-1,1] 
Resolución: 
El dominio de la función: 


4-x 
1-x? 


20 => xE<-%-2]u<-1,1>Uu[2,+0 > 


ax? 
2 


Si xe <-1,1> => Im 100) = lim 


x>xo Y l-x 
4- xo 
l-x? 


= f(xp) 


Entonces, f(x) es continua en <--1,1> 


72 
. lim, 100) = lim Soo =+o0 
*x> ioVYlx 
4- 
. lim f00) = lim 7 = +00 
xo Yl-x 


f60) es continua en el intervalo [a;b] si 
es continua Vxela;b] y, además, es 
continua por la derecha en el punto a y 
por la izquierda en el puntob. 


Del mismo modo se define la 
continuidad de la función en el 
intervalo semiabierto <a;¡b] y/o 
también en [a;jb>. También en los 
intervalos de la forma. 


<a +oo>; <- oxb>; [a;oo>; <- osb); 
R =<- o900> 
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Problemas Resueltos 


Problema 1 


Si lim f—) =b, demostrar que b es único. 


x>a 


Resolución: 


Hay que demostrar que si limf(o)=b,, 
xa 


lim fQc) =b, se tendrá b,=b,. 


x>a 


Por hipótesis, dado € > 0 se puede hallar un 5>0 
tal que: 


[160 -b,1<5 si lx-aj<s 


€ 
|1£00=b21<5 si lx-a|<8 


De 
|b,-b,] =](b, -f£00) - (b,-f60)] < 


Ib, 160] +Ib¿-109|<5+5=8 


Es decir |b,-b,]| es menor que cualquier número 
positivo € (por pequeño que sea) con lo cual 
b,=b, 


Problema 2 
Si lim g(x) = b +0, demostrar que existe 5>0 tal 
que: 
1 
1860 ]> 31bl para 0< | x-a|< 8 
Resolución: 
Como lim g(x)=b se puede encontrar $>0 tal 
x>a 
1 
que [809 b1<>31b1 para [x-a]<8 


Escribiendo b=(b - g(Y)+8(x) 
Ib] =](b- 8609)+8009 | < |b- 860 ]+1860] 


1 1 
< 7 1bI+18001 de donde ESE Ib] 
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Problema 3 

cl E E 
Si lim g(x)=b, demostrar que lim 6) = 
bx0 
Resolución: 


Hay que demostrar para cualquier £€>0 existe 
5>0 tal que: 


a A IROIAS :|x-al<8 


200 b| |bI1860| 


Por hipótesis dado £>0 existe 3>0 tal que: 


|8G0) -b]<3b%e si |lx-a|<8, 
Del problema anterior como lim 800) =b cor 
x> 


b + 0 se puede hallar 8, >0 tal que l800l>>+ 
si |x-a|<8, 


Entonces, si $ es el menor delos $, y Ó, se pueos 
escribir: 


Ly? 

= <2 

1b]1860]| bl b] 
2 


g(x) b ds 


1 Aires 


siempre que |x-a|< 8 
Con lo cual queda demostrado. 
Problema 4 


. Ssenx 
Calcular lim 
1>0% Áx 


Resolución: 


senxX 


CAPÍTULO Vil Límites 


Problema 5 Resolución: 
o I-Ccosx Haciendo x=l+y => x>1,y>0 
Calcular lim ' 
x>0 XxX , 
1-(+y4 , y(y +2) 


lim =-—lim 
uE y>0 senr(y+1)  3>0senny cesT +cosny sent 
Resolución: Es o 


Como y 1 
=-lim 00 
1-cosx y>0 y>0 SENTy T 


senx/2= 2 = l|-cosx=2sen?* x/2 4 
se tiene: 29.1 de 
; % mn OT 
lim 2sen Qr/2) — 9lim Sen EE 
E An ( 5 4 Problema 8 
2 pl 
, z Calcular lim LEN EOS% 
e a) al ; | 1 7 
2x0 x/2 21/20 x/2 2 Resolución: 
0 
Problema 6 El límite es de la forma indeterminada n] 
x-sen2x 
Calcular lim] 21% ipli ividi y 
ae) e y dividiendo por l+vcosx se 


Resolución: lirni l-/cosx | 1+v4cos x 
2 1+v4cosx 


Dividiendo numerador y denominador por x se uds x 
obtiene: im (ge) 1 
sen2x ; sen2x 20 E l1+v4c0s x 
1- 1 lim 2 2 
: XxX 2 x> XK Ea 
an sen3x", sen3x Como lim Só o (del problema 5) 
LA 1 lim 322 120 yx? 2 
x>0 3x 
y lim (1+/cosx)=1+1=2 
12 tim E02% q 
220 2x _1AD__1 tm JE veosx _1 121 
1+3 lim 203% 1+3(D 4 A 
120 3x 
E cs ESTA Problema 9 
ecordando Ls 
A Calcular lim (1-x) 105) 
Preblema 7 Resolución: 
-x? Haciendo x=y+1l,si x>1, y>0 


o Dl 
Calcular lim - 
xl senTx 


T T 
lim Ey)tan=(y + D =-lim y tan“ (y +1 
Imc 0D imitan +0) 
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ai 
=-—lim y 
y> Ty 
TY — -=$S — 
A E e 
Í 


0 


Ty 
] 2 1 
=-lim y = 
2% sen? sen Y 
2 lim 2 
y20 my 2 
2 a 
22 
T 
Problema 10 
Calcular lim LL: 
xo XxX pe 
a 4 
Resolución: 


Haciendo un cambio de variable 


x=y+Z = 
y q iz ,y>0 


Se tiene: 


tany-tan! 


— — -1 
tan yt -1 I-tanytanl 
Ma iria =lim-——— == 


y>0 y 1>0 y 


tana+tanf . 
l-tanatanf * 


z tan(a + fB) = 


Álgebra 


tany+1_ 
E I-tany lim 2tan y 
y>0 y ple) y(-tan y) 
A A 
y<20 y  y>0l-—tany 1-0 
=2 
Problema 11 
Usando la definición de límite demostrar que: 
2 — 
lim 3x*-8x+4 4 
x>2 Xx -2 
Resolución: 


Debemos demostrar que: lim f(x) =b 
x>a 


Si VE>0, 35>0 tal que si 0<|x-a]< 5 
entonces, [f(x)-b]< € 
En el problema, si ]x-2|< 3 


3x?-8x+4 


Entonces 
x-2 


-4l<e 


Dado £ > 0, debemos encontrar ¿> 0 


3x-8x+4_, A EY _, 
x-2 xx 


=|3x-2-4|=3|x-2|<E 
> 0<|x-2|<E=8 NS 
3 3 
Si O<|x-21<5 > |f()-4|<8 


Luego, lim 100 =4 


Problema 12 


Demostrar usando la definición que: 


CAPÍTULO VII Límites 
Resolución: Problema 14 
Debemos demostrar que VE>0 35>0 tal que Demostrar que 
A x+4 
-1 lim == 

[x-1[<é = HKH—-3[<g€ x>0x +x+1 
Dado £ > 0, debemos encontrar $>0 Resolución: 

¡E AIESEA Y E>0,33>0/0<|x-0|<85 td €? 

A e add ds x2+x+4 qee 

=|x-1| |x +2] Dado € > 0, debemos encontrar 5>0 
Necesitamos acotar |x +2| xa 4x*+3x | |x]14x +31 
Tomando 8=1 => 0<|x-1[<1 xx +1 lla | +1] 


2 -1<x-1<1l > 2<x+2<4 
> |x+2|<4 
Si |x-1/<1 =  Jf00)-3|=|x+2]]x-1] 


<4lx-lI[<e => lx-11<Z=8 
> ¿=min1,<) 
4 
Luego, limf() =3 
> 


Problema 13 


Demostrar que: 


lim /x =2 


x>4 


Resolución: 


¿Ve>0,35>0/0<]x-4|<5 > Vx -2<8? 


Sea £>0 
(Vx 22M +2)|_1x-4 
-2= z 
Wx-2 0 > 
Pero: 4x>0 => /x+2>2= l <l 
x+2 2 


lx-4] _ 1 
entonces: <-|x-4|<€ 
Pia 


|x-4|<28=5 => $=2€ 


Luego, lim Vx =2 


x+4 
x+x+1 


4 


4 
< 214x+3 
g140+311xl 


Tomando ¿=10 
Ix[<10 => -10<x<10 => -37<4x+3<43 
> |4x+3|<43 


4 4 172 
312+311x! <3 48|x]==7/1|<€ 


3€ 
2 E 
> bd <= 


> 5=min[ E 10] 
172 
; x+4 
2. lim —_—= 
120 x + x+1 


Problema 15 
Hallar 8>0 tal que: 


2x?-3x+1 


<0,2 si 0<|x-1]<68 
x2+1 pl 
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Resolución: 
2_ pa — 
2x pd 12x Es Uerox 1ix=1] 
x*+1 lx+1] 
como x2+1>1 
12x-1]|x-1] < 0,2 
Tomando E 
2 2 
=> Do AN E > |1<2x<3 
2 2 2 2 


> 0<2x-1<2 => |2x-1|<2 


Luego, |x-1|/2x+1|<2]|x-1]<0,2 


> isa z =0,1=8 
2 
Luego, $=min(0,2;0,1)=0,1 
Problema 16 
Calcular 
Y2x 4-8 V2x+1-3 


a =lim ; IMD —_——— 
1>6 Íx 343. 1>4 x-2-v42 


e indique aXxb. 
Resolución: 


0 
Los límites son de la forma 0 


AAA 
das JV2x-4-48 /2x-4+48 /x-3+y3 
e da Jar ada dea 
o RA Ss a 


tn Le (Vx 3 +3) _ 2-23 _ 3 
x>6 (1353) (42x-4+48) 2/8  y2 
¡A | 
ba BeRloS V2x+143 Vx-2+v2 
104 Jx a V2x+1+3 Vx-2+ 2 


A 
O ER 
54. (122) V2x+1+3 23 3 
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Problema 17 

Calcular el siguiente límite: 
a dx 3 
lim ———_—— 
1r>1 x-—1 

Resolución: 

Haciendo x=t'? x>1,t>1 

Se tiene: 

lim ya +30 + Ji -3 


>1 | 


Reduciendo y ordenando: 


A SS: e 
rea se busca eliminar el factor 
se E 


(t-1) quien lleva a la forma indeterminada : 
Factorizando numerador y denominador. 
E) tér bas (DDD 
= (IÓ tt + 
(DEs+ tt DA (ED(EÉ+t+1) 
= (II + 44204304343] 
E =D + tt) 
Entonces, 
a PX +0 420 43 +3t+ 3) 
e Garros t+ 1) 


14142434343 _ 13 


lar E 
12 unos 
Problema 18 
Si la gráfica de la función f es: 
A 


CAPÍTULO VII 


Límites 


Dar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones. 


L lim f00 +f(D) =2 
x>3 

IL limft)=16) 

ML lim f0) =f(3) 
x>3 


IV. lim f00=10 


Resolución: 
Del gráfico: 


lim f0) = lim f609)=1 A f() =2 
xo xl 


lim f009=3 , lim f0)=1 4 f(3)=1 
xo3 x>3* 


Luego, las proposiciones son: 


L FE 
IL Y 
IL. F 
lv. F 
Problema 19 
bx? +ab ix20 
Sea f(1)= 


20 +b)-b;x<0 
Hallar a y b para que exista lim 100 
Además, lim f00 =f(0) a (0D =1 


Dar como respuesta 4b-a 


Resolución: 

Recordemos lim f(x) existe si y sólo si 
xm 

lim fG0)= lim f00 = lim f60) 

xom xom' xom 

Con el problema: 


lim f0) =b-0+ab=ab 

x>o0 

lim fo) =2-(0?+b)'? —b=24/b-b 
x>0 


ab=24b-b ..... (a) 
Además, f(1)=1 = b+ab=1...... (B) 


Entonces: 


De (a) y (P): ab+b= 2Vb =1 => b=> 


la a 
Es ro —=4+==l > — 
n (p) Pain A 


Se pide 4b-a= a) =-2 


Problema 20 


Dadas las funciones: 
f00)=Y4x+1; xe [-1,2> 


xl ;x<0 
g(x)= 


x*“-1;x20 


Halle lim (fo H0) 


Resolución: 
Redefiniendo la función g. 


-1 x<0 
gbd=4, 
x-1;x>0 
Recordando: [x]=-1 «> -1<x<0 
lim (=D =-1 
x>o0 


=> lim g(x)= 


lim (—+-D=-1 
x>0 


> lim (fo 8)60= lim £(8—0) 
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Álgebra 


> (lim 800) =1(-D =V=1+1=0 


-. lim (fo g)G)=0 


Problema 21 
Si m2), 


x>0 Xx 


Calcular lim EN 


Resolución: 


fla) -f(bx) _ flax)-1 A f(bx)-1 
x ox x 


1d] [100 


ax bx 


Tomando límite cuando x >0 


tim [220 -1(bx) 
x>0 XxX 


palo) 


Como x>0,ax>0 nan bx>0 


=a lim (22 )-0 lim (22) a-o 


ax>0 ax bx>0 bx 


-. lim 1(ax) - Albox) -Hlbx) =a 
10 Xx 


-b 


Problema 22 
Sabiendo que el siguiente límite: 
2 ads, — 
eN ES x+a) Las 
x>b x“-4bx+4b 
determinado, según ello calcular: a+4b. 


es un número real 


Resolución: 
Como el denominador es (x-2b)? para que el 
límite de la función sea un número real, 
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determinado (x-2b)? debe ser un factor de. 
numerador. 


*-x+ax-144 


P : 3 
'or Horner DEE TER TE 


a -144 

-4b? 

4b(4b-1D)  -4b*(4b—5 
0 0 


Del resto 
-144-4bY(4b-1)=0 = b*(4b-1) =-36 
De donde b=-2 
Asimismo: a-4b?+4b(4b-1)=0 
> a=4(2)-4(2)14(-2)-11] => a=-56 
+. a+4b=-56+4(-2)=-64 


Problema 23 


Determine 


lim p/1+ Pa YI+ ox 1 


, mneÑN 
x>0 Xx 


Resolución: 
Del binomio de Newton: 


En el problema: 


ln m 
lim (1+Bx)" (l+0x)% —1 
x>0 Xx 


Como x >0 


a 
—+ 
m 
B 


Lts 10 
-. el límite buscado es —+w% 
m n 


CAPÍTULO VII 


Límites 


 —_ _ == A Limites 
Problema 25 


Sea la función 


Problema 24 
53 
Si  a= lim 2+4(10)% 
x>3 34+5(10)* 
c= lim 46x? + x -/6x 
x>0 
Calcule a.c 
Resolución: 
Recordando: 
0 si O<r<l 
lim r” = 
cd e sir>1l 
En el problema: 
2 
im 244000? 
2 345(10%) 12-35 
10* 
1 xXx 
2lim 10 +4 2 E - 
1 xXx 
31 —| +5 
tm 10) 
c= lim Y6x? + x - /6x 
A res 


la 
= lim (Ve +x-46x). 6x7 +x + yY6x 
3 deter lx 


Bes lo 


6x? dex? +x + /6x 


= lim 
x>0 


6x? da 


l 


DI RN 


or +46 


ENE 


x” -1+2n(x-D 


3 ,x<l 
100 x*-1 
x= 
2_ 
2x-1x +3 
x—-vVX 


Calcular el valor de n (ne N) de modo que 


lim f(x) exista. 
x>l 


Resolución: 


Recordando: lim f(x) existe si y sólo si 


Xx>Xp 


lim £60) = lim fo) = la 169) 


xx x>x 


L 


IL 


n — —_ 
lim f(x) = lim £-=12n(x-D 
xor xo x*-1 


e CG ln 


x>1 GD +1D 


nh sumandos 


—_— ——, 
_(l+l+...+D)+2n n+2n_3n 


1+1 29 2 
22 4x+3 
hi f(x) = li 
im, (x) lim al 
2x4 x +3 2 +4x+3 xx 


2y +v4Vx+ 3 xiWdx 


-lim [4x* -(x+3) ]lx+ Vx] 
> (2-1) (2x2 +/x43) 


Observe que: 


4x-x-3=(x-—D(4x? + 4x?2+4x +43) 


xox=x(x-D 


tim LD Ux? + 4x7 + da +3 Mx + Vx) 


>! LeDx(2x?+/x +3) 
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(4+4+4+3)(1+D_15 


Evaluando 34 TE] 2 
De (0 y (1D): => os 
Problema 26 


Usando la definición de límite demostrar que 


x+l1 1 


im 
1» 2x+1 2 


Resolución: 


Ae significa que 
12. 2x+1 2 Ss 


La igualdad 


vVE>0;35>0 tal que de la desigualdad x > 85 
x+1 a 1 


+= <€ 


12x +1] 


2x+1 2 


1 
E <|2x+1| como sabemos 


|2x]-1>|2x+1| esto bastará para 


[2xp-1>1 > Ixt>3[ 19) 
€ 2 € 


Tomando 
dal 42 >|x|>8=> 
2 € 2x+1 2 
o x+l1 1 
esto es lim == 
xa 2x+1 2 
Problema 27 


x 
Demuestre lim [1 2) =e 
x 


x>300 


Resolución: 
Sea x>1 pongamos n= [x] = x=n+k donde 


ne N/ke[0,1> => n<x<n+1 


n x n+1 
ll > pe dE. < 141 < q 
n+l xn n+1 n n 


para x > +00 (n > 00) 
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n+1 n 
Como lim (12) = lim 1+ 7) =e 
n 


Noe N>30 n+1 


x>% 


x 
= lim (1+2) =e 
Ahora si x<-1 => x=-y y>0 


z ¡A ¡A 1,3 
lim |l+—| = lim|l-—| = lim | l+— , 
x>-0o0 XxX Y> too y Y>+0 y-1 ! 


pao 1 
= lim | 1+>— l+—- |=e 
Y> to y-1 y-1 


Problema 28 


. sen2x-cos2x-1 
Halle lim =_2===— 
soi sen X- Cos x 


Resolución: 


0 
Evaluando tenemos + , vamos a transformar. 


0? 
sen2x-cos2x-1_ sen2x-(l+c0s2x) 
senx—cosx -COSX+Senx 


_ 2senxcosx-—2cos” x 
sen x— Cos Xx 


=2c08x 


1 


T : 
Vxx* 3 pero como 2 cos x es continua en x= 


de] 


tomando límite. 


. sen2x-cos2x-1 .. 
lim HA lim 2008 x = 2 
ol senx-—Ccosx oz 


Problema 29 


Halle lim(1-6) uE 
01 2 


CAPÍTULO VII 


Límites 


Resolución: 
Evaluando tenemos 0. a para hallar el límite 
hacemos 1-0 =x; como 

lim x =lim(1-6)=0 


0>1 U>l 


Cuando 9 > 1(x >0);0=1-x 


limar nm tania x) =lim 
931 2 x>0 2 x>0 
di 


TM x>0 MT. 1>0 


“. limd- atan e a 2 
0>1 2 T 


Problema 30 


x 


Calcule lim G donde G= 


m 
M->-00 XxX Ems 


Resolución: 


x 


om mimi 
_ mv! "(m+xDix 
mix! 
(x-D'm* m! a 
1.2.3..m(m+0D...(m+x) 


(«-D11.2.3..mm* 
1.2.3..m(m+1)...(m+x) 


(x-D! 


entre m* 


cuando (m > co) 


Problema 31 


3 
Halle a+b+z para que f(1)=1 si: 


bx? 


fo) = 


| absgn(10-x%);x>0 


dá MIESESTO 
24 x? +b +bsgnx;x <0 


Además existe lim 1109) 
> 


Resolución: 


1=£(D) =D [1+0]+ab() =b+ab ...(0) 


como: ps ES =0 
[x?]+100 


l.  limfG)=b(0)+absgn(10—-0)=ab ...(P) 
x>0” Na pom? 
UNO 


2. limi) =240+b+b(-1)=24b—b ...(0) 
como f(x) tiene límite en x=0 


ab=24b-b en (a) =» 2ÓW=1 .. b=> 


“na=3; Bop 
4 


1.3 
3+4-+-=4 
4 4 
Problema 32 


Halle el valor de ne Z si se sabe que: 


n n+l n-2 
din (x+8)"(3x+4+6)"(4x+16)"*_ 8 


xo» (9 +6x-3"(Qx-6! 243 
Resolución: 
Cuando in ER 
x= Q(í) 


> P(x) y Q( son del mismo grado y K es la 
división de coeficientes principales en el problema. 
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a gnel niger? 92n-4 gn+l 9n-3 8 
gro ve gen yal > gn 243 


-n=6 


Problema 33 


Demuestre que una raíz de; 
ax? +bx+c=0 con b, c reales mientras a tiende 
acero (bx 0) esreal. 


Resolución: 
Las raíces Xy; Xz 


-b+b?-dac . 


Xx =  - _ñ-=>—__—- y X, = 
2a 2a 
Racionalizando 
x= zAÁS > limx =-£ 
24 ($? —d4ac +b) a>0 b 


-4 Ac . 2c 
X= => lim x,=-—=0> 
24 (b vb? -4ac) 20 0 


c 
pero notamos que X,=”¡7 es una real. 


Problema 34 


Cc 
Halle la distancia del punto (25) a la recta 


que pasa por (1; -2) es ortogonal a (3;c+1) 
cuando “C” tiende a “3”. 


Resolución: =e 
n(3;c+1) 


(2+0/3;1) 


P, (1 ;-2) 


Puy) 


La ecuación de la recta L: (P-P¿)K =0 cuando c 


tiende a “3” [2+51)> (3:1) 
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Reemplazando la recta 2 : ((x;y)-(4-2))(3,4) =1 
> Ax-D+4y+2)=0 > 3x+4y+5=0 
ds 13(3) +4(D +5] _18 


43? + 4? 5 


Problema 35 
Si f(0)=ax+b; 


lim f00) =4; lim Go) =-1. Halle La 
x>2 x>2 a 


Resolución: 
lim f, =4(2)+b=4...Q) 


b_ 

a 

Problema 36 

Calcule lim x-Wx-2 
124 x-4 

Resolución: 


Podemos expresar convenientemente 


E S 1 ] 
x-4 xa /x+2 


do lími L=1 od => 1-3 
tomando límite L=1-55 4 
Problema 37 
nf, — 
Calcule lim“ y f,,=b",b>0 
xa x-a a 
Resolución: 
Se sabe 
(Yi) -0)| vico" +Y0O b+...+ pr] =Y0)" -b* 
IA A A 
FR(x) 


CAPÍTULO VII 


Límites 


(0) 


tm GO -b)FRGO 
po a (x-a)FROO 


x>a — (x—a)FROO) 


=lim 300 _ 1) 
xa (x —a)FRGQO) FR(a) 


a n-| a n-2 ES 
también FROG) VIC) +VIGO_ b+...+b"" 


n términos 


Luego, evaluando FR(a)=nb""*...(ID) 


y(a) 


Finalmente, L= pat 


Del y Il 


» an mHGO_-b". "_ pr 


ci MR FRODG—a) a) 


(x-ajy(a) _ 16) _ va) 
xoa(x-a)FROO FR(a) no” 


= lim 


FR(a) = nb"* 


A A A A A Sr 


FR(a) = POS a qe acompaña al radica) 


Problema 38 
Calcule el límite 
Yx-a 
m n 
xa" X-a 
Resolución: 
Aplicando la nota anterior 
L= Ma 
A GADERGO ao TO 
E. 
FR(a) na”” 


$ a, n-1 
vemos FR 40) = na 


Problema 39 


Calcule L = lim Ye 731 


122 Yx+6-2 


Resolución : 
A 5 
| Y y? -3 q | 5 | 
2 pS 

L=lim FR(0) ia (1% -4) FR¿00) 

x>2 (Vs -2) -2*) x>2 (x-2) FR,C0) 

FRA 

L=lim (x —2)(x + 2)FR yq, es 4FR, 

x2  (x-2)FRi,) FR, 


FR,=3(2)'=12 
FR,=5(0)5'=5 


4(12) _ 48 


Finalmente L= 
5 5 


Problema 40 


Calcule el límite 


tim +27 +Y/x+16-5 


150 xx 


Resolución: 
Agrupando convenientemente 


 (Ve+27-3)+(Yx+16-2) 
L = him 


10 x (l-x) 


Ya 7 3%, 16427 
FR ig) FRa) 
10 x (1-x) 


ME CIR 
ou FRIO FReGO_ 1), 1 
rado). RA 


Tenemos FR,=3(3)"=27 
FR,=4(2)** =32 


RE E 
27 32 27x32 
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Álgebra 


TE nn == 


Problema 41 

La recta y=2x+4 intercepta al eje de las 
ordenadas en el punto N, sea P otro punto de 
dicha recta y sea O el origen de coordenadas, de 
tal manera que el triángulo MOP tiene una altura 
h; respecto al vértice N, si la abscisa del punto P 
tiende co, hallar el límite de h. 


Resolución: 


Í: y=2x+4 y E es la recta que pasa por el 


origen de coordenadas y contiene a P. 


P: (En L,) en el infinito 


P=(x; 2x+4); pendiente de Es :m 


2x+4 : e > 
m= vector dirección de L, 


OP =(x,2x+4) y 3=0P =(2x-4;x) en el 
punto N=(0; 4) 

El vector PN=N-P =(0, 4) -(x;2x +4) 

PN =(-x;-2x) 


_|proy PN 


a 


(ex; -2x) (2x4; x) | 


Ex +1 


x(2x+4)-2x? 


j 2, ,2 2 
(22x-4) +x ed (2+2) 53 


abscisa x tiende a eo y h tiende 


lim = lim E = A 
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Problema 42 


Calcular el tim =f(0)3? donde f(x =1 


x>X0 


e 


Sise sabe lim (Manco e 


2>X0 


h(xp)=0 


Resolución: 
Partimos 


L= tim [1+(£09-D 


1 (1G)-D8G0 
= lim lr Eo SS 
Como f(x/)=1 
' Im (160 -D8CO] 


E (hr. Eye” 


lim (£69-DgGoO 

L=e" 

€ AA As 
im (LO-D gl 

lim 10050 se | 

[Xx xgo 25! 


Si f(xo y.00) = ir 


Problema 43 
Calcular el 


Resolución: 
lim Ñ Aetrl 
Les ?? Lil 


mm ax? +2x2x 


e! 


4 44x 


lim 
L= eta 


CAPÍTULO VII 


Problema 44 


1 
Calcular el límite lim (cos x)* 


Resolución: 


Evaluando 1? 


1 . 1 
Ñ 3 lim (cosx-D3 
L=lim(cosx) =e> N 
x>0 


Recordar: cos(2x)=1-2sen?x 


Problema 45 
Calcular: 
(n? - DG - 2)n? -3).....(n?—n) 
> (n?41D)(n* +2)(n?+3).....(n4+n) 


Resolución: 
Dividiendo el numerador y el denominador por 
(ny 
(n? -D(r?- 2? -3).....(n?—n) 
2 n 
lim a 
>> (n“+1D(n*+2(n*+3).....(n“+n) 
(n?Y 


> 3 hee 7 
lim 1-2 n n n 
an 1 n?+2m?+3 N+n 

n nÉ O n? 


1 
ul 
¡OPEEZELA ad 


ade 
AC 


lim 


n>0 n(n+1) 


_n(n+D) _N-n 
. 2 2 e 
lime " =e " =e 


N>00 


Problema 46 


n 
Calcular lim in(n”) 
n>= In(n' 


Resolución: 
Aplicando la fórmula de strinlig: 
n!i<>n e” /2rn 
; In(n”) 
lim ===, 
a>> In(n"e”"/2mm) 
E ninn 
lim 
n>> 


nin(m)-n+ , In2x + 5 Inn) 


lim a 
noo 1 in2x 1 
- + + 
nn 2nin(nN) 2n 
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Evaluando tenemos 


1 
AA 
Ns 1204070 


Problema 41 
3 e] 
a IP CAS 
16n* -512 
Resolución: 


Jen (30241) 
512n* -16 (5) 


L=lim | === 
n= YUl16n” 512 


TN 
lim 3 n+ 
L=lim $ ae 

= lim 


n>0 16n? -512 
, 3 (3n2+1) 
im 
L=5/tm sia -16) > 
n>o| 16n -512 
¿PE 
16 


Recordar: 


. 60 lim GLO(FCO-1) 
lim FJ” = er=" 


x>0 


lim FOJé = 19 


xo 


Luego, hallando L; 


(3n2+1) 
3 
L, = im z sa ] forma 1% 


n>*| n*-n 
3 y 
lim (nt n ña) “1 
= an n“-n 
L, =e 


lim LD (3241) 
L, =e"” (1 -m) 


Luego, L= AS =2* 
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Álgebra 


y g(a +x) mm 
lim === = 94 (b 
, obra Yarr 0 


Hallar lim fa+b+x) 
a>0 g(a+b+x) 


Resolución: 
Haciendo un cambio de variable: 


a-b=h > Sia>b =>h>0 
a=b+h 


=> se tiene que 


> f(h+b+x) 
lim === %— =12Vb + x 
> /h+b+x-vVb+x 


g(h +b+x) 


li =9/(b +1)? 
moYbix—Yn+bix pra 


a fh+b+0(Vb+x-Yh+b+x) 
250 g(h+b+x)JM/h+b+x-Vb+x) 


12b+x)2 
be a va (1) 


Sea: b+x=m? y h+b+x=n? 


Yb+x-Vh+b+x_  m-n 


XHDE_ o = 
In+b+x-vVb+x nm? 
3/2 32, 


_——a-miiim) mam 
(02 -m 02 +m*2) (n-min?+nm+m 


Reemplazando en (1) 
h+b+MJh+bix + bl) 


hi 
nan eglh+bdlln +b +) EC OS 
ww fh+b+x)-D2Yb+x_4 yb+x 


li 


oghrbr lr. 3er 


. f(h+b+x)__ 
“iso g(h+b+x) 


CAPÍTULO VII Límites 
—_ _ —_—_— _ _———_—__a____===2==2=2=2=2 límites 


Problema 49 
Vaz? 4911-27 
Calcular lim 22 
220 Z+z 
Resolución: 
tim Mtz Y 22 1-22 um C/+z?-D+ (1-97) 1 
200 Z+z 2>0 z (+2) 
3 2 
os Ghz Do mm (1222) O 
230 z “la Z 230 (1+z) 


..- (*) 


* tim 1-22 (+ 1222)(1+ 1-22) 
250 z(1+41-22)(1+ 41-27) 


2% -L 
AL O 


Por lo tanto de (1) y (2) en (*): 


e o «y 1 


1 ZAZ 


Xx>300 


Sia,beR* y ln axsen > ) b-1 y 
x 


A=[xeR:ax+b>x?) 
sup A=a+b 


Hallar a?+p? 


Resolución: 

] a. alsen(z) 
lim axsen¡ |=]im ER? 
X>0 xXx z>0 yA 


=al=b-1= b>1 


De A se tiene x“-ax-b<0 


p 
a-ya? +4b 
2 
a+va?+4b 


. SUPA== 7 =a+b 
p 2 


. a+2b=va?+4b 


> A +dab+4b?= A +4b 
b(a+b-1)=0 


atya? +4b 
2 


Como b21 => a+b-1=0 

Además, b-1=aé=a = a+al=0 
.a=0 v a=-1 

> (a=01b=D v (a=1 5 b=2) 


.al+b?=1 y al4b?=5 


Problema 51 
-  xsenx! 
Evaluar lim 2“ 
x>0% ME 


Resolución: 


x 1 
lim n 7 senx!= lim —sen x! 
=x x>30 x 


=( tim 5 (tir sens =0 
xo X x>0o 
NA 
0 
Tener en cuenta que: 
-1<senx!<1 


2389 


Problemas Propuestos 


l Dado: 


a, 


0)= x+2 


x+3 


¡0<x<l 
2x+1 


Halle el límite f00); x >1 


A) 4/3 B) 1 O 1 
D) -4/3 E) 5 


2. Halle: (ab) si se cumple 


lim(Yx? - x+1-ax—b)=0 


A) -1/2 B) 1/2 O) 1 
D) -1 E) 0 


3. En qué punto la función f(x)= dx no 
tiene o no existe límite 


A) R B) Z ¡Sn 
D) N E) (12) 


4. Halle A y B de modo que la función 


T 
-2senx;x < =3 


T T 
f(x) = ¿Asenx+B;-=<x<-=z 
(6S) e 2 3 


nr 
COS Xx; eS 


sea continuo en todo R 


A) -1y1 B) 1y2 C) 0y2 
D) 2y 3 E) 0y3 


390 


De la figura: 


x 


Calcule lim a-b 
a>bc—d 


A) 1 B) 0 C) Ea 
2 

Dé yA 

Calcular 

lim l E +22, + 2n 

xo li+9n( 4+n 4 7" 3n+1 

3 17 

A) 2 B) Y Cc) -1 

D) E El 

Calcule 

hi In(4n) Y 3 8 13 5n-2 

im "in A —É<.. 

n=. InCi0n) [25 8 3n-1 
5 

A) 1 B) -1 O 3 

D) 2 E E 

2 2,2 
Calcule mbr 
A [x]-x 
nO B) 2 0) Á 
D) 1 E) 3 


CAPÍTULO VII Límites 
9. Calcule: A) 0 B) -o O to 
32 D) 1 E) n 
2 IX 
ira cos<) 
A BE 15. Halle lim x, six, es igual a: 
n= 
a O SiS Y Yan 
) 5 /n+1-Yn 
10. Halle lim x,, si x, es igual a: Ea B) «o O 1 
== D) n E) -1 
n(4n?-1-n) 
16. Halle lim x, six, es igual a: 
A) 1 B) 2 00 pr 
D) -1 E) 2 ¿In +n—/n 
n+2+4n+1 
M. Halle lim x, si x, esigual a 
nn. 
n+1- A) 1 B) n O -1 
Jn+1-/n DJ 0 E) 2 
AJO B) 1 O 1 17. Halle lim x, six, es igual a: 
D) 2 E) 2 Ss 
n?+3n-2 
12. Halle lim x, si x, es igual a 142+..+n 
Moa 
San? 
Pala A) 2 B) 1 O) -1 
Vn?+3-n D n E) 2 
A) -1/2 B) 1 C) 1/6 E : : 
. l E 
D) 1/2 E) 1 18. Halle lim x, si x, es igual a 
14+3+5...+(2n-—1) 
13. Halle lim x, six, es igual a: ni 
N->30 
a? +1 ¿m2 1 A) 1 B) 0 C) -1 
Vn2+n -n-1 ca eya 
A) 1/2 Bn O 1 19. Halle lim x, si x, es igual a: 
D) n? E) 0 Ñ 
2/3n =D on 
14. Halle lim x, six, es igual a: 
h—>00 Je 
diia E A O 
/n*+1-n/n D) 3 E) 2 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24. 
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Halle lim x, , si x, esiguala: 
N>00 


E 2n4+1 
3n* -2 
A) O B) 1 C) Ya 
1 
D) 3 E) 2 


Halle lim x, si x, es igual a: 


No 


Ya” +b”,a>0,b>0 
A) lab) BJ) /n O nm 
D) máx (a;b] E) -1 


Halle lim X, si x, esigual a: 


2/8 -1 

Y16-1 
A) 3/4 B) 1/2 02 
D) 1 E) n 


Halle lim x, si x, es igual a: 
Ne 


3416 -4Y8 +1 
(y2 - 1? 


AJO B) 1 O 2 
D) -1 E) 6 


Halle lim X, six, es igual a: 


A 

1-Y8 1-Y/32 
A) 1 B)O O) 1/2 
D) -1 E) 2 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


Álgebra 


Halle lim x, si x, es igual a: 


N>w 


A E mEN 
Ya* -1 

m 
A) En B) m C) k 
E 
) k E) 1 


Halle lim [1 2) 
no n 


A) n Ds O 1 
DO E) -1 


Halle lim (1-72) 
n 


n> 


A) 1 B) 0 Cc) 1 
D) n E) n? 
¡ye 

Halle lim (15) 
n—>00 n 
A Jn B) 1 Cc) 0 
D) -1 D>5 
Halle lim x, sí x, es igual a: 
Yn+a 


A) -1 B) /n O da 
D) 1 E 0 


CAPÍTULO VII Límites 
30. Halle lim x, six, es igual a: A) -1 B) y2 C) -4 
ao. D) Ya E) -8 
YVan+b; a,beR* 
36. Halle lim x, six, es igual a: 
A) -1 B) /n O) 1 3 1 -2n43 
D) 0 E) 2 A 
31. Halle lim x, six, es igual a: AO B) Yn O Y 
ES D) 1 E) -1 
Yné -3n+1 
37. Halle lim x, six, es igual a: 
A) 1 B) 2 O Sn pa 
D n E) -1 E 
nl lara 
n+1 
32. Halle lim Xp Si x, es igual a: 
A) 2 B) 4 Cc) -1 
Yn?-1 . 
D) n? E) 5] 
AJO B) /n O Yi 
D) 1 E) n 
38. Halle lim x, si x, es igual a: 
N>w 
33. Halle lim x, six, es igual a: y 
n>oo 1 
l+ 
y2" 22 +2n-1 mo) 
AO B) -1 OC) 2 1 1 
Dn E) 1 - = 
) ) a) B) 5 O 1 
34. Halle lim x, six, es igual a: D) n E) 1 
No 2 
ls 
n 2 39. Halle lim x, si x, es igual a: 
Yi 243 Y 
A) 1 B) — 0 Para 
) y ) vn 2941 
D) n E) 3 


35. 


393 


Lumbreras Editores 


Álgebra 


40. Halle lim x, si x, es igual a: 
n 
n?+1 
n-2 
A) e? B) de 
D) 1 EJ O 
41. Halle lim x, si x, es igual a: 
n+n Y 
mé +2n+2 
A B 0 sE 
) ) e E 
D E E 
) e y 
42. Halle lim x, si x, es igual a: 
n2—n+1Y 
ni+n+1 
E y E 
A) e )e ) e? 
cl 
D) -e ) A 
43. Evalúe 
A 
l E 
im ———_—— 
x>0 
A) Sabe B) abc 
O Yab?es 
D) Gabe E O 
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44. li senx 
x>0+t x+1-cosx 
A) Ya B) a” Da 
D) na E) 1 
45. lim xUnx)? 
wo Inx+1 
1 
A) > B)0 O 1 
D) 2 E) 4 


46. Halle el mayor valor de C de modo que: 


lim E =L sea finito y calcule e: 
0 7? +n o 
límite 

A) C=1, L=2 

B) C=1,L=1 

C) C=2, L=1 

D) C=1,L=7 

E) C=2, L=n+1 


hn Ssenx-—xsenn 
47. Calcule lim -—————_—_— 
xn N COSX—X CcOosn 


Si existe 


A) senn 

B) (sen nn cos n)/(cosn+nsen n) 
O) (nsen n - cos n/(ncos n+sen n) 
D) (nsen n - cos m)/(ncos n+ sen n) 
E) no existe 


48. Si a,beR; halle: 


. asen2x+bcosx? Les 
lim 3 ; si existe 
ne. l+x 

A) a+b B) 1 ¡00 
D) No existe Ea 


CAPÍTULO VII Límites 
so. im 42D +0)(7 +6). +20) qe enIcule 
" ao-(n2—D (n?- 3)? -5)...(n¿-2n+ 1) ¡ Vd+extx-x 
al FRA 
A) e B) 1 ge 
D) e! E) e?? A) 1 B) -1 00 
D) 5 E) =5 
ané +bn?+cn+d eds : z 
50. Sabiendo que ana) 
cad 56. Calcule 
es “e” (“e” base In) halle a+b 
lim 4/1? +1=x?) 
A 3 B) 1 O) -1 
D 33 E) 2 A) 2 B) 2 00 
E D) 1 E) -1 
51. La longitud de una circunferencia en la 
geometría de Lovachesky se calcula por: 57. Calcule 
TR AR 2 
f(R)= urler +e * ] donde K; ReR*. lim a 
x>2 x*- 
Para pasar a la geometría euclideana 
K > 0, Luego halle f(2) en la geometría A) 7 B)0 O 1 
euclideana. D) 2 E) -1 
A) 4rpu B) 21u C) ru 
D) Gm E) 8mu 58. Calcule lim /[9+x”] 
52. Calcule lim +=?) A) 1 B) 2 O 3 
A D) -1 E) 0 
A) 1 B) 2 O -1 
59. Calcul 
D) 0 E) 2 alcule 
A -x+3x-3 
Ett x-1 
53. Calcule a aten 
noo n 
A) 3 B) -2 00 
A) 1/4 B) 1/3 O 1/2 D) 4 E) -4 
D) -1/2 E) -1/4 
60. Calcular 
2_on 
54. Calcule tim[ Vte x— dx? +9 | E E -a] 
x>0 n>; n- 
A) -1/3 B) 1/2 O 1 A) -4In2 B)0 O 1 
DO E) -1 D) 2 E) In2 
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VI Derivadas 


Gottfried Wilhelm Von Leibniz 


Gottfried Wilhelm von Leibniz nació en Leipzig el 
21 de junio (1 de julio) de 1646. En 1661 entró a la 
Universidad de Leipzig como estudiante de filosofía 
y leyes, en 1666 recibió el grado de doctor en 
Derecho en Altdorf. Al año siguiente, conoció al 
diplomático Baron von Boineburg, por cuya suge- 
rencia entró al servicio diplomático del Elector de 
Mainz. Del año 1672 trabajó como representante 
diplomático de Mainz ante la corte de Luis XIV. 
Durante este periodo tuvo ta oportunidad de visitar 
Londres, donde conoció a los más eruditos mate- 
máticos, científicos y teólogos ingleses de ese 
momento. En 1676 aceptó el puesto de biblioteca- 
rio, archivista y consejero de la corte ante el 
Duque de Brunswick. El resto de su vida lo pasó en 
Hanover, excepción hecha de un breve intervalo 
durante el cual viajó a Roma y Viena con el propósi- 
to de consultar documentos relativos a la historia de 
la casa de Brunswick. Murió en Hanover el 14 de 
noviembre de 1716. 


Como matemático, Leibniz tiene el honor de haber 
inventado, junto con Newton (en 1675), el cálculo 
diferencial. Como científico, apreció y promovió el 
uso de la observación y la experimentación: “Prefie- 
ro dijo- a un Leeuwenhoek que me dice lo que 
ve que a un Descartes que me dice lo que piensa”. 
Como historiador, enfatizó la importancia del 
estudio de documentos y archivos. 


Fb)= z =: lim 


Fx+h)-Ax) 
XxX as0 h 


2400 An 


* El embudo de mayor capacidad 


Se quiere construir la parte cónica de un embudo valiéndonos de un círculo de hojalata. Para ello 
se corta un sector en dicho círculo y, con el resto, se construye el cono (Figura 1). ¿Cuántos grados debe 
tener el arco del sector que se ha cortado para que el embudo alcance la mayor capacidad posible? 

La longitud del arco de aquella parte que se aprovecha para el cono se representa con x. Por lo 
tanto, la generatriz será el radio, RR, del círculo de hojalata, y la circunferencia de la base será igual 


ax. El radio r de la base del cono se determinará por la igualdad: 


x 
2Zw=x =>r== 
21 


El volumen del cono equivale a: 


Para que el volumen V sea máximo entonces y tiene que ser máximo, por lo tanto aplicamos primera 


derivada igual a cero: y'=0 


y 


Ra? 6x >» AZNR 
a r 0 > x= 
(20 (2 E 


El arco x tiene alrededor de 295“ y, en consecuencia, el arco del sector cortado equivaldría 


aproximadamente a 65 grados. 


Derivadas 


OBJETIVOS . ::- E E 
+» , Definir e interpretar la derivada. PO a a 

+ Conocer la diversidad de aplicaciones que tiene la derivada e 
. Comprender los diferenciales. 7. OA 


INTRODUCCIÓN 
RECTA SECANTE A UNA CURVA Ejemplo 
Consideremos una función f(x), representada Halle la ecuación de la recta secante a la gráfica 
por la gráfica. de f(x)=x?-2x-3, que corta en los puntos de 
abscisa —1; 4. 
Resolución: 


Graficando f y la recta. 


que corta a la gráfica en los puntos de abscisa x,, 
Xy. 
Del gráfico vemos que su pendiente es: 


La ecuación se halla tomando cualquier 
punto (x; y) en la recta. 
Por definición de pendiente: 


E Hallando su pendiente: 
mo > y = f(x) + m,(x-x;) p 
Xx-X 5-0 
m, = =1 
> Z,: y=Mm,x+f(x))-m,x, 4-(=D 
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Por definición de pendiente: 


m, = y=D =1= y=x+l 


o xD 


+. la recta secante en los puntos mencionados es 
y=x+1. 


RECTA TANGENTE A UNA CURVA 
Consideremos la función f(x) representada 
gráficamente por: 


169) Zs 


; 
! 
! 
h 
1 
h 
1 
i 
: 
! 
' 
1 
ñ 
; 
Xx 


Fx) 10%) 
A X,—Xo 
Cuando x, se aproxima a X,, la pendiente de 


la recta secante se aproximará a la pendiente de 
la recta AO 


10) - -f(9) | 


Luego, la ecuación de la recta tangente 
tomando cualquier punto (x; y) de la recta: 


ts y —£(xp) 
X—Xo 


> y =m, x+f(x,)-m,xo 


> Z,: y =m,x+f(x,)-m,xo 


Ejemplo 
Hallar la ecuación de la recta tangente a la gráfica 
de la función f(x)=42+1 en el punto de abscisa 2. 
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Resolución: 


¡0 AAA 


Z, 
Hallemos su pendiente en x¿=2 
2 1-(02 
m. = lim L60-162 - tim (2 +1)-(22 +1 
2. x-2 x¡>2 x -2 


xi -4_ im 5142) L2) 
A 


= lim 
x>2 Xx - Um 


=> m, =24+2=4 
Por definición de pendiente 


0 AP 
x-2 


.L,: y=4x-3 


La idea de la derivada está relacionazz 
directamente con la pendiente de la re: 
tangente a la curva (gráfica de f) en un punto == 
dominio. 


Se llama diferencias a los incrementos 
positivos o negativos que toma una función o una 
variable independiente y se asignan con la letra 4 
Así, por ejemplo, tenemos y=f(x)=1x* 
Incrementando x, la función será: 

(a+ Ad = 343x240 3x0 + (4093 
El incremento sufrido por la función cuando la 
variable ha aumentado su valor en Ax es: 


Ay =(x+Ax - 1 =3x%4x+3x(4x) +(4x) 


Luego, el cociente de los dos incrementos se 
llama cociente incremental y es: 


Ay_ £(xg +A) -f(xp) 
Ax Ax 
Llamando X= x¿+Ax 
Ay _ £09-£(x0) 
Ax X—Xo 


CAPÍTULO VIII Derivadas 
DEFINICIÓN Ejemplo 2 
Sea la función y=f(x) uniforme y continua en Halle la derivada de f(x)=senxen x= Xo AYER 
el intervalo <a; b> y xe<a;b>, se llama 
derivada de la función y=f(x) en el punto x, al Resolución: 
límite (si existe) del cociente incremental cuando Por definición 
Ax 230 (xe Dom f). PO ) = lim enG + -senx, 
En este caso se dice que y=f(x) es derivable o 027 h>0 
diferenciable en xy. = lim S£n xy cosh + cos xysenh - senx, 
lim f(xy +A) —£(xp) E: PA 
Ax Ax 
Se designa con la notación f'(x,), notación = lim o 
de Lagrange; Cauchy la denota por D delante de pe h h 
la característica así: D f(x); hay además la 0 . 
notación de Leibnitz que la escribe en la forma sen? h ca 
E y también se designará algunas veces por y”. Ñ ad da 24 o al] 59900 
) 
Ejemplo 3 


Ejemplo 1 
Halle la derivada de f(x)=2x* en el punto xy, 
Xy € Dom f 


Resolución: 
ñ 1 £G +h)-f(x,) 
AUR: ES 


3_9,3 
lim 2(xp +h)*—2xp 
h>0 h 


a 2(x3 +3x3h+3xph? + h3)- 2x 
E 10 h 


 6x3h+3xph? +h? 
=lmn—AA 
h>0 h 


=li 2 2y2 
= lim 6xy +3xph +h = 6x4 


+ £(xp)=6x¿ 


Halle la derivada de la función f(x)=Inx en xy; 
x¿e R* 


Resolución: 
De la definición: 


f(x) =lim In(xy +h)-Inx, 
h>0 


1 
=tim 2 22423 mim 142. )P 
h>0 h Xo h>0 Xo 
1 
py py 
= lim In aj => 
h>x0 Xo Xo 


E )=1; Xp >0 
Xo 


Definición 

Se dice que una función es diferenciable en todo 
intervalo 1, si f'(x,) existe para todo x € l,ental 
caso f'(xp) se llama la derivada de f(x) en el 
punto x€l. 
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FUNCIÓN DERIVADA 


Álgebra 


Cuando una función y=f(x), definida en el intervalo <a; b> tiene derivada en todos los puntos de 


<a; b>, es decir, que para cada punto x,, tal que Xy €<a; b > existe el límite del cociente incremental 


la correspondencia que existe entre los puntos de <a; b> y los valores de la derivada de y= =f(x) en cada 
uno de ellos recibe el nombre de función derivada, conocida ésta, basta sustituir x por xy para tener lz 


derivada en el punto Xq. 


INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA DERIVADA + 


Consideremos la función f(x) cuyo gráfico es: 


TU 


A 


f(x +h)-f(x0) 
h 
Tomando límite cuando h tiende a cero. 


mot fo) =F'(xp) 


Del gráfico tana = 


yn 


Entonces, f (xo) representa la pendiente de la 


recta tangente a la gráfica de la función fG0) en el 
punto Xy. 


El valor de la derivada de f en cualquier 


punto xe Dom f, es igual a la pendiente de 
la recta tangente a la curva y=f00) en 
cualquier punto (x; £—0) 


Ejemplo: 

Hallar la pendiente de la recta tangente a la 
parábola y=x, 

a. Enelvértice. 

b. Enel punto de abscisa x=1/2 
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Resolución: 


AÑ =2x (usando la definición) 


a. Lapendiente en x=0 es 2(0)=0 


1 
b. La pendiente en x= 3 es 2 (3) =1 


0A45 


1/2 (a) 


Ejercicio para el lector 

Aplicando las derivadas halle las pendientes + z 
inclinación de la tangente a cada una de las curvas 
siguientes en el punto cuya abscisa se indica: 


a y=x?-2;x=1 


CAPÍTULO Vil Derivadas 
——J_ _——_—o_Q____=2=2= OOO Derivadas 


RECTA TANGENTE-A-UNA CURVA EN EL PUNTO x 


Dada la función y=f(x), se llama recta 
tangente a la curva y=f(x) en x, o tangente a la 


gráfica de f en el punto (xp;f(xp)) a la recta T 
que cumple las siguientes condiciones: 
IT pasa por (xp; f(xp)) 


IL. T tiene pendiente f'(xp), es decir, T es la 
recta cuya ecuación es: 
Je A ; xe Domf 


X—Xo T: f'(x,) = 2-00) 
X—Xo 


RECTA NORMAL A UÑA CURVA EN EL-PUNTO % 


Se llama recta normal a la curva y=f(0) en x, Resolución: 
ala recta N que cumple las siguientes condiciones: Hallando la derivada de f en Xq 
Ll. Npasa por (xp; f(xp)) f (xp) = tim +10) 
IL. N es perpendicular a la recta tangente a la = 


14 + 7(x) +1)+3)-[4x2-7x, +3 
curva en (xp;f(xp)), es decir, N tiene <prp lot 70 +0)+5 [604-1593] 
Simplificando f(x) = 8x,-7 


z 1 s 
penqiEIte f(x)” NS a rela Usando la pendiente de la recta normal. 


cuya ecuación es: 1 3 (por dato) => £(x,) E) 
Tar E (pordato) => f'(x,)=- 
No Y) 1 A E: 

xXx. fx) =0 e 

0 h 8-7 5 %73 


Graficando T 


! y f(x) 5 y-1/9 
i . T: fx = 
Ejemplo: " (xo) e RESTE 
Hallar la ecuación de la recta tangente y la recta 
normal a la parábola: Ns 1__y- 6) E A) 
f(x) = 4x*-7x +3, en el punto P donde la Fo) x-x 5 x-2/3 
3 511 2. 3x 13 
pendiente de la normal es e De donde: T: in UN: =5 74 
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“CASOS ESPECIALES DONDE EXISTE LA RECTA TANGENTE Y NO EXISTE ÍA DERIVADA EN ESE PÚNTO 


C. 
a. 
lim 169-fxo) - +00 
x>X0 x-— Xo 
OF) tim 169-160) _ 
lim LL2=221%02 = , 
X->X0 X—Xo X3X0 Xx—Xo 
x=x, es tangente al gráfico de f en xp. ey Estes PEO en 
d. 
f 
b. 
X0 e 
sm 100-100) - 
x>X0 Xx—Xo 
lim 129-100) = 4. 
x>X9  X—Xg lim 16) £Cx0) 1x0) = +00 


e x>x XxX, 
x=x, es tangente al gráfico de f en x.. o bl 


x=x, es tangente al gráfico de f. 


DERIVADAS LATERALES 0 


Definición (Derivada por la derecha) Definición (Derivada por la izquierda) 
Dada la función f(x), la derivada por la Dada la función f(x), la derivada por la 
derecha, de f(x) en el punto xy es: izquierda, de f(x) en el punto xy es: 
1 G0)= sim 1% +1) 1Cx0) f(x) = tim ¿€ +1) 100) 
h>0* h h>07 h 
si tal límite existe. si tal límite existe. 
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CAPÍTULO VI!l 


CONDICIONES DE EXISTENCIA * 


Derivadas 


En consecuencia inmediata de la definición 
de límite, f'(x,) existe si y sólo si las derivadas 
laterales existan y son iguales, es decir: 

Mx) =P. (0) =P. (xp) 


Ejemplo: 
Ver si f(1)=|senx| es diferenciable en x=0. 


Resolución: 


f'.(0)= lim f(0+Hh)-f(0) 
h>0* h 


= lim 14£2R) y 
ho  h 


f(0+Hh)-f(0) _ tim Isenh] _ 1 
h h>07 h 


f'_(0)= lim 

h=07 
+. f(x) =|senx| no es diferenciable en x, ya que 
f',(0)<f"_(0). 


"E. CG TEOREMA 4 


Si una función es diferenciable en xy, 
entonces fes continua en xp. 


Demostración 


Debemos demostrar que lim f(x) = (xp) 


lim £() =lim (Go +h)=lim (Go +D-£()+104)) 


XxX h>0 
=lim f(x,) + lim (Emo +1) 1x0) ] -h 
h>0 h-=0 h 


*. f(x) es continua en x. 


El recíproco del teorema no necesariamente 
se cumple, es decir, si f es continua en xy ho 
implica que sea diferenciable en xp. 


Ejemplo: 

Sea f—0) =|x] 

fG0) es continua en VxeR, en particular es 
continua en x,, sin embargo, no es diferenciable 
en x=0 puesto que f',(0)=1 1 f' (0)=-1 y 
como f',(0)%f'_ (0) > no existe f'(0). 


Corolario 


Si la función f es derivable sobre el intervalo I, 
entonces fescontinua sobre l. 


Corolarío 

fes definida en [a; b] diremos que f es derivable en 
todo el intervalo (a; b] si lo es en <a; b> y además 
existe f',(a) y f(b). 


LS SEOREME 
Sea f(x)=k,keR = ak -o; VkeR 


dx 
Demostración 
Sea x€R 
rm [AD E0O 2. kk 
1-60 h a h ne 


> pe =0; Vk constante real. 
dx 


Sea f0)=x", neZ* => fa) =nx""! 


Demostración 


as n yA 
FL f(x+h)-f(x) PT (+h)” -x 
h>0 h h>0 


a nin-D) , 
nx AD IS 
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Ejemplos: 

Si f0O0=x? = f(x) =2x 

Si f(0)=x% => Ff00)=3x? 

Si f(0)=x% = M(x)=50x% 


d PA 
ax MUE00) = kk 100 ; k=cte. 


Ejemplos: 
Si f(x)=4x* >= f(x) =4-5x* =20x* 


Si 80) = 2 > g(x)= ax =6x% 


Si h(0)=-5x* = h'(x)=5-3x? =-15x? 


TEOREMA: 


Si eo 84) +sQ) => (0) = ¿0 +s (x) 


Demostración 


£(9=!lim ad (por definición) 


Es (800 +h) +sGx+h)) (800 +s(0)) 


h>50 h 
tim 186) - 860 J+ (SC + - (0) 
h>0 h 


h>0 h 


E A g(x+h)-8(x) ) im s(x+h)-s(x) ) 
h h-0 

=8(x)+s'(x) 

A (80) +s0)) =8'00 +5) 


Ejemplos: 
Si (00) =3x2+5x+7 => f(x) =6x+5 
Si s(0) =4x9 +14 = s'(x)=4-9x? = 36x* 


1 1 
SifO=x" => rro=L:5 : neN 


406 


Ejemplos: 
2) 1.521 
Si f(0)=Vx => fo) = ale ¿L 1 
2* 2vVx 
! 1 
Si h)=Yx = h(x)= de 3). as 1 
3 33) x? 


Sf60=x"; reQ > f(x) =rx! 


Demostración 


Sea r=— > f(x)= E 5) 
n 


! m-1 mi 
160 =ml*) L Gila 
dx n 


Ejemplos: 
3, L 
Si f(x)= za > f(= za Ss A 
4% “3 
2 31 3 
Si htO=x? > h'(0)= 2x 2 e 


Et) 860) = 109 Lor go ao 


Demostración 
Por definición 


f(x + Deg(x+h)-£008(x) 
h 


Sumando y restando: f(x+h).g() al numerador 
ie fc gl+ 800 800 (f(x+h)-160) 


h>50 h 


=tim O 


100) + 8g(x)) = lim 


a d 
= 0800 +80 00 


CAPÍTULO VIII 


; TEOREMA, + 


69) 


gx) 


d (09) 800 100-100 Esto. 


dx 


Demostración 
Por definición 

f(x+h) _fG0 
Sl 160 ) timgé6+b)_ 80 


dxlg(x)] 0 h 


=li 800 £(x +H) -£6-0 -g(x +h) 
= lim 
h>0 h-g(x +h)-9g(x) 


Sumando y restando en el numerador f(x) -g(x) 
se tiene: 


— tim 260 1£G:+H) - 160] -f60[8(x +h)- 860] 
10 h-g(x+h)-8(x) 


lim g(x+h)-g() 


d d 
Ñ 800 ¿100 6086) 
80) 


; 800)%0 


DERIVADA DE LA FUNCIÓN INVERSA 
Sea f(x) una función biyectiva y f*(x), la 
función inversa de f(x) se tiene: 


FP 
- pr = 


Demostración: 
Sabemos f* o f(x)=x 
Derivando respecto a x 


(-0Y -P0) =1 
De donde 4 (y) = 
dy 


1 


di(x) 
dx 


Derivadas 


e TEOREMA Ss MRE ESTO 
alg) 48) 


[1(800)]'=f"(869)-8'G0) 


Demostración 
Cuando la variable es x+h, entonces la función g 
correspondiente es g(x+h). Entonces 


Ag = g(x +h)- g(x) ; es decir Ag+8(x) = g(x+H), 

esto indica f(g(x+h))= f(g+ Ag) y entonces 

Af =f(g+Ag-f(g) . 

Ahora, debido a que Ag 0 podemos escribir: 
Af _Af Ag 


E A pea] =h 
Ax Ag Ax 
Es decir: 
Af _f(8+48) gl+h)- 86) 
Ax Ag h 


Tomando límite: 


lim E =lim f(8+49) (800) lim s(x+h)-800) 


Ag0 Ag h0 h 
d de(x) 
= 48 a Regla de la cadena. 
Ejemplo 1 


Halle la derivada de la función: 


10)=2+x -Yx +6 respecto ax 


Resolución: 
F(0=0A7Y+ 0-0 +0" 
e 2 +0 


1 
>1f'()=10- —p=+1 
6) 34x? 
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Ejemplo 2 Resolución: 
g+x - Gx ds 
Halle la derivada de: f00)= === 800 =(8x"-5x +2) 
>g(x)= Lig —-5x+ y Aa -5x +2) 
Resolución: 2 dx 
£09= (3-x).2x CES D_-x"+6x+8 1 ! -(6x-5) 
(3-1) (3-x) 2 43x?-5x+2 
ts 6x-5 
Ejemplo 3 2/3x? -5x +2 


Halle la derivada de: g(x)= 43x? -5x +2 


TABLA DE DERIVADAS DE FUNCIONES ELEMENTALES 


En lo que sigue fes una función diferenciable de x, las funciones inversas se definen con los valores 
principales. 


L he =0, ces constante ¿DN 10. Gato sama; med 


Ñ Ñ 
d n =pfa d d (0 (m, 4 
2. er LO =nf 20.16) 0, ar e GE) 
3. E sen(Ie) = costra. 10) H. are sen oo 
d d 
4. q Cosío) = =sen(f(0). 10 12. are ds. er 160 
d 2 d 
5. rr e O) 13, ca A 
dx I+EGO dx 
d 3 d 
6. —cot(f00) =-csc f(x). f(x) 
a dx 14. a cotf(x) = POB DA - 2 
d d dx IHFOO dx 
7  —secfoo) =secf(x) -tanf0O)— 10) 
i dx dx 15. La ES A A 
a A sei —cctt) caro Lo E ÓN 
8. —escflx)=-cscf(x)- cotf(x) fx 
dx dx + sif(x)>1 
a ge d - sift9<A 
9. a Bf) 10 a a>0nazl ] p 
y 16. —arc escflo) = ¿=== 1(x) 
ia dx ICO JPG 1 dx 
dx 100) 


rr reo ri A A a AT A AAA A PACA MA A A A AAA A AA A AAA A AA A A A A 2 A A 2 1 o 1 
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CAPÍTULO VIII 


Derivadas 


Ejemplo 1 
Derivar las siguientes funciones: 


a) f(x) = 3sen*(5x) 
b) 809=In04+5x-1)+e%*! 
c) hG9=arc sen(3x)+arc tan(7x-1) 


Resolución: 


Usando las derivadas de las funciones elementales: 


a) f'()=(sen*5x)' =3.2sen(5x). o (sen 5x) 


d 
=6sen 5x . cos3x. e (5) 


=6.sen5x.cos5x.5 = 30sen5x.cos5x 


b) 8'0)= (InG4+5x-1)+ A (e9+1) 


diia 
— (1 +5x-1 
ra E) 


- x+5x-1 lts ¿en 
2x+5 3x+1 
=s A e. 
AFI 
o A xp 
c) h'()= +4 dx 
Jo? 1+(7x-D? 


5 7 


= + 
V1-25x? 49x*-14x 


Ejemplo 2 

Halle la derivada de: y=2x"+x- Yx +6 
Resolución: 

y =(2x7 + 00 (Yx) +(6)' =10x* + Ln 
Ejemplo 3 

Derivar la función fQ0)= Ysen x +Inx -3x? 
Resolución: 


00 = sena +Inx-3x* Asenx+Inx-3x?) 


1 0S) = (senx +Inx-31] cosx + -6x] 
Xx 


Ejemplo 4 
Derivar la función 


00) = inl Vx +/x + arcsen x) 
Resolución: 


A A +arcsenx) 


x+vx +arcsenx 


1 124 1 o 1 

=1x+ 1+= + —_—— 

SN E — 
Vx +WVx +arcsenx 


fa) = 


=X 


fO)= 


Ejemplo 5 


Derivar la función f()=929'+4 


Resolución: 


0) =L2 m2 ]le* + /x) 
PQ) =[2 "n2]er+ 5 0) 


Ejemplo 6 
Dada la función f()=x", halle f'(D) 


Resolución: 
Tomando logaritmos 


Infed=Inx" 
Infod=xInx 
Tomando derivadas: 


ena =[xInxJ' 


E A 
Xx 


Ez ) 
=> f'(0=f0)Un x +1] 

FG) =x* Un x+1) 
> f0=1lInt+1=1 
Ejemplo 7 


Calcular la derivada de orden n de la función: 
f(x) = 2% 
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Resolución: 
00) =2*(3)In2=3In 2. 2%* 
6) = 3In2-2*(3)In2=3*(In2)?.2* 
"609 =3*(n 2) -2*(3)In2=3"(In2).2* 


fo) = gr (In 2y . 93 
Ejemplo 8 
Calcular la ecuación de la recta tangente a la curva 


y=xY*, en el punto donde x=2. 


Resolución: L,:y =ax+b 


Sea: f(-)=x? = fMx)=2x 
> f(2)=4=a pendiente de la recta 
tangente en x=2 
Además: (2, 4)€ L, 

=> 4=2a+b, como: a=4 = b=-4 

-. La ecuación de la recta tangente es: 


Lo: y = 4x-4 


CONDICIÓN DE EXISTENCIA DE LA DERIVADA 
Sea la función f definida por: 
00; x<a 


Ñ £69;x>a 


Existe la derivada de f en el punto x=a, si se 
cumple que: 


Lo £() = £(a) 
EL f (a)=f',(a) 
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Ejemplo 1 
Halle a y b, de modo que: 


SA 
09=(x-1 


x2-3x+b;x<2 


>2 


sea derivable o diferenciable en x=2 
Resolución: 

Tenemos: f(x) = == LO) =x?-3x+b 
L f10)=£0) => a=4-6+b 


IL £02)=50) => =2x-3 


PA 
(r-1* 
3 -a=l= a=-l 


En (a): -1-b=-2 >= b=1 


Ejemplo 2 
Analizar si la función f(x)=|x| es diferenciable 
en x=0, 


Resolución: 


x;x20 
Tenemos: f()= | 


=x; x<0 


Vemos que no cumple con la segunda condición 
de existencia: 
IL £09=809; 100 =x; ROO =-x 
Vemos que: 1-1 
la función: f()=|x|, no es diferenciable en 
x=0 


CAPÍTULO VIII Derivadas 


| APLICACIÓN DE LA [DERIVADA | 
E A E A TOS 


CÁLCULO DE LÍMITES 


1. REGLA DE H'OSPITAL Resolución: 
$5 : lanx 15 In(senyen 
Aplicado a las formas: z q lim (senxJ”* = lime 
IA MA pa e 
j $ " am, : In(senx)] 
im tim 09 pio 00 — io ar 
e g(0) x>08 00) x>eg"x) >< g"(c) p = lim 
Se deriva separadamente las funciones f(x) y 800); e 
hasta que el límite de la fracción sea determinada. mA O! 
= lime "“% =2 0 201 
Ejemplo 1 xt 
Calcular lim 22% ;a>1 
x>a a* _ a? 
Ejemplo 4 
Resolución:  Inx—x+l 
, Calcular lim——— 
O A NO xl x—x 
lim —— = lim == 
Mc Ina—-0 Resolución: 
a-l a 1 
_ aa paa ma ma tin ÚD"_y rd 
a* Ina na al (x-x*) x>11-x*(Inx +10 
Ejemplo 2 A Al. JA 
2 Nx á Xx 
Calcular lim |22B =lim _ y 
x> 2 LES Inx-x ) 
1 
Resolución: . FS Z 
1 = lim X 
al (acebr yx >! e 
po J in =— -tnxDnes E axe 
lim =lime * x 
x>0 2 x>0 
+ E | 
[5] “=lic 
= lim e lxJ 
dal ) Ejemplo 5 


2 ¡E ina+b*Inb 
= lim es*+o* 
x>0 
Ejemplo 3 
Calcular lim (senxa)""* 
rn 


x>o7 
2 


2 ¡A 


sen3x 


Calcular lim 
x>0 Xx 


Resolución: 


lim (sen3x) A (cos3x)3 Ñ 
x>0 (xx) x>0 1 
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LA DERIVADA EN EL ANÁLISIS DE FUNCIONES 


1. GRÁFICA DE FUNCIONES 


DE LA PRIMERA DERIVADA 
Teniendo en cuenta que la primera derivada 
representa la pendiente de la recta tangente a una 
curva en un punto determinado, se tendrán los 
siguientes casos: 
Y Y Y f 
o 


x 0 x 0 X 


pendiente positiva pendiente cero 
fes creciente máximo ó mínimo 
relativo 


TUN 


0) =0 La función tiene un máximo 
o mínimo relativo 


f'(0) <0 | La función es decreciente 


pendiente negativa 
Fes decreciente 


Del gráfico se observa: 

.« Como f(x)>0 en xe<a,cC>U<e,+o> 
la función es creciente 

>» Como f(x)=0 en x=a v x=c v x=e 
CA Ñ 

mínimos relativos 

f(e) 

1(c)) máximos relativos 


» Como f'(x)<0 en xe<-«,a>u<c,e> 
la función es decreciente 
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DE LA SEGUNDA DERIVADA 


r(0>0 Fy)=0 f0>0 
"f' es cóncava punto de inflexión "es cóncava 
hacia arriba enx=x hacia abajo 


La función tiene un punto de 
inflexión (donde cambia la 


concavidad) 


La función es cóncava hacia 
”“ < > 
09 <0 abajo 


Del gráfico se observa 


. Como f"(x)>0 en xe<-<«,b>U<d, +00> 
la función es cóncava hacia arriba. 


Como f"(x)=0 en x=b v x=d 


(b, f(b)) 
(d, f(d)) 


puntos de inflexión 


+ Como f'(x)<0 en xe<b,d> 


la función es cóncava hacia abajo. 


Ejemplo 1 
Graficar la función: 
3 2 
O 
f(x) == -—-6x 
(0) 32 
Resolución: 
Tenemos: 


f00)>0 => (x-3Mx+2)>0 


xXE<-%,=2>U<3, +00> 
La funcion es creciente. 


CAPÍTULO VII 


Derivadas 


O O 0 O O DO DO O NN 


f00)=0 => x=3 v x=-2 


1(3) =-27/2] máximos y 
f(-2) =10/3 | mínimos relativos 
FCO)<0 => (x-3Mx+2)<0 


xe<-2,3> 
La función es decreciente. 


Analizando la segunda derivada 
f"'1)>0 > 2x-1>0 > xe<1/2;0> 
En xe<l/2¡+0> 
la función es cóncava hacia arriba. 
1 
fM00)=0 => x=- 
09) 2 


4 da 
21m es punto de inflexión. 
f60<0 > 2x-1<0 > xe<-0o;1/2> 
En xE<-—0%1/2> 


la función es cóncava hacia abajo. 


Ahora con toda la información que tenemos 
procedemos a graficar la función. 


Ejemplo 2 
Graficar la función: 


y? 


ne x-1 


Resolución: 
_2xlx?-1)-x*QQx) 
(- y 


-2x 
Qe y 


NES) 


"() = (1? 1) +2x(20e -1)2x) 
(1-1) 


_6x7+2 
(2-1) 


Analizando la primera derivada 
f0)>0 => x<0;fes creciente 
f'(0)=0 = x=0; mínimo o máximo 
f0(0)<0 = x>0;fes decreciente 
Analizando la segunda derivada 
f60>0 > xe<-0,-l>U<l +00> 
f"G)=0 > xe9 = A punto de inflexión. 


f"()<0 = xe<-11> es cóncava hacia 
abajo 


Con toda esta información realizamos la gráfica: 
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Ejemplo 3 

Respecto a la función: 
fO)=+ax+b, a, be N 

Indicar verdadero (V) o falso (F) 


L Tiene 3 raíces reales. 
IL. Tiene una sola raíz negativa. 
IIL. Posee inversa. 


Resolución: 

Al analizar la primera derivada se observa: 
00) =5x1+a>0, VxeR 

entonces, f es creciente siempre. 

Además, f(0)=b, f(0)>0 

Bosquejando la gráfica se tiene: 


Vemos que solamente tiene una sola raíz real que 
es negativa puesto que: x¿<0 
La respuesta es FVV 


2. MÁXIMOS Y MÍNIMOS 
Si tenemos Xy € Df, se cumple: 


Y 


0 Xo XxX 


Py) =0 Af) <0 
tenemos un máximo 
en x=x 


EAN) =01f)>0 
tenemos un mínimo 
en x=x, 
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Existe un mínimo en Xy 
que viene a ser: f(xp) 


Ejemplo 1 

Halle la altura máxima que alcanza un proyect. 
lanzado verticalmente hacia arriba con unz 
velocidad inicial de 10 m/s. 


Existe un máximo en x; 
que viene a ser: f(xp) 


Resolución: 


V,=10m/s 


Sabemos por MRUV que h= v,t - gl dias (a 


Derivando respecto a t se tiene: 


h'=v,-gt=0 > p= Yo 
g 
10 
t===ls 
O 
Reemplazando en (a) : 


1 10 
h=v,+-8=10+—=15 
Vo+38 2 m 


=> Ama =15m 


Es la altura máxima porque: 
h"(D =-8g=-10<0 


CAPÍTULO VIH 


Derivadas 


Ejemplo 2 
Halle el máximo valor del volumen del cilindro que 


se puede inscribir en una esfera de radio 4/3 m. 


Resolución: 


v=11?(2H) = 10(3-H?)(2H) 
v=21(3H-H) ....... (a) 
Derivando respecto de H 
v =21(3-3H*)=0 = H=1 
Reemplazando en (a) 
v=21(3-1)=4x 
> Vma =4nm? 
Es el volumen máximo porque: 
v"(1) =2r(-6(D)<0 


LA DERIVADA EN EL ANÁLISIS DE ECUACIONES 


Ejemplo 3 
Calcular la máxima área del rectángulo inscrito en la 
región encerrada por la curva y=-x?+3 y el eje X. 


Resolución: 


y= +3 =f(x) 


A=2(3a-a%) ....... (0) 
Derivando respecto de “a” 
A'=2(3-3a?)=0 = a=1 


Reemplazando en (a) : 
A=2(3-1)=4u? 


Es el área máxima porque: 


A"(D=2(-6(D)<0 


1. TEOREMA DEL VALOR MEDIO 


Dada la función f continua y derivable en [a; b]; entonces: 


A cc o rc ISA, 


24 e<ajb> tal que; 


a 
fx) = 1(b)-f(a). 0 


o b=a a 
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Ejemplo 1 
Sea la función: 


£09 = apt+ayd+apd+axtay 
tal que tiene una raíz xy; donde xy€<0;1>, si se 


cumple que: 


sl —+ cn — 
5 4 3 2 
Determine el valor de k. 
Resolución: 
Asumimos la función: 
ax ax ax” ax 
8 (x) = A e O e A a 


Aplicamos el teorema del valor medio en el 
intervalo <0, 1> para g(x) se tiene 3x,€<0;1> 


tal que: 


g(D) - g(0) 


8'(x0)= La (a) 


Pero observamos que g'(xy)=f(xp) y como xy 
es raíz de x, entonces: 
f(x9)=0 => g'(x))=0 


Reemplazando en (0) 


8(1) - g(0) = 0 
8(1) = g(0) 

= 2 142 ,%42,=0 
5 NE 

= k=0 


2. TEOREMA DEL CERO 
Sea la función f continua en el intervalo: 
<a, b> se cumple que si: 


f(aJf(b)<0 = 3x €<ajb> 
tal que f(x,)=0 
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Gráficamente: 


El hecho que f(a) xf(b) > 0, no quiere decir 
que no existe una raíz en <a; b> porque se 
puede dar: 


Tenemos f(aJf(b) > 0 y vemos dos raíces: 
xx) en <a;b> 


Ejemplo 1 
Hallar una raíz de la función f()=2"+x-1, en 
forma aproximada. 


Resolución: 
Se observa que: 
f(0)=-1 
f(1)=2 
Por el teorema del cero se tiene: 
Como f(0) . f(1)<0 


> 3x€<0,1>/f(xp)=0 


CAPÍTULO VIII 


Derivadas 


EN mm 


Graficando se tiene: 


Aproximando la raíz x, estableciendo una 
semejanza entre los triángulos ADOA — ABAC 


=> 1-x =2x > 1=3x. > %*5 


3. TEOREMA DE LA RAÍZ MÚLTIPLE 
Si a es una raíz de multiplicidad k de la 
función f(x) se cumple: 


1(0)=0 Af(0)=0 » f"(a)=0 
AfU(0)=0 A... afóloa)=0 


Donde: f¿) =0 es la derivada de orden (k-1) de 


fGo. 


Ejemplo 

Si la ecuación: f()=x*+ax+b; tiene como raíz 
doble a 1. 

Calcular (a+b) 


Resolución: 

Tenemos: f(x) =x“+ax+b 

Como 1 es raíz doble se cumple: 
f(D=0 A f(D=0 


100 =x+ax+b => 1+a+b=0 ....... (a) 
FO) =xX+ax+b >» 5+a=0 
a=-5 
En (a): b=4 
. a+b=-1 


4. SUMA DE LAS POTENCIAS DE LAS RAÍCES 
Se tiene la función polinomial fQo) y f'(x) su 


0) 
derivada al efectuar la división 160 , por Horner 


se tiene: 


69) 


donde: 
Ay AAA AX, 
2=X+X+Xg Ho PX, 


Ay EX TAR 


E : 
Ag EX AX AX A ooo PX 


_.n n n n 
A, FX + X34X3 4H... +Xp 


donde Xy, Xy, Xz, -.---, Xy SON raíces de f(x) que es 
de grado n. 


Ejemplo 
Si: Xy, Xy X3, Xy X5 Son raíces de: +x+1=0. 
Calcular: 


xix tx 


417 


Lumbreras Editores Álgebra 


A AA A AAA A A A 


Resolución: Resolución: 
Sea: Tenemos: x*=3-x 
O=é+x+l => f()=5x +1 Graficando ambos miembros tenemos: 
ES) 
pais. Y 
dividiendo 10) > por Horner. A ó 


Se observa que la ecuación tiene una soiz 
solución real. 
> axel =-4 
Ejemplo 2 
5. SOLUCIONES REALES 


Indique el número de soluciones reales de la 
Dadas las funciones f y g cuyas gráficas son: 


ecuación x'*-|senx|=0 

Resolución: 

Tenemos: x!*=|senx| 

Graficando ambos miembros tenemos: 


El número de intersecciones de sus gráficas f y g 
nos indican el número de soluciones reales de la 
ecuación f(x)=8(x). 


Ejemplo 
Indique el número de soluciones reales de la Se observa que la ecuación tiene 2 soluciones 
ecuación 4+x-3 = 0 reales. 


418 


CAPÍTULO VII! 


Derivadas 


/ Derivapas PARCIALES / 


Sea f una función en dos o más variables. 
Tenemos f una función de tres variables: 
w=f(x y, z) 
Se tiene: 


ES derivada parcial de f respecto a x. 
x 


— derivada parcial de f respecto a y. 


— derivada parcial de f respecto a z. 


Para obtener las derivadas parciales de una función 
respecto a una variable en referencia; las demás 
variables se asumen como si fueran constantes. 
Las derivadas parciales tienen aplicación en 
matemáticas superiores como, por ejemplo, en la 
resolución de ecuaciones diferenciales. 


Ejemplo 1 
Dada la función: f(x; y) = 3x2y+2x%y? 


of of 
Hallar =— — 
allar 37 Y dy 


Resolución: 

eS 6xy” +12x*y? 

Ox 

La variable y se comporta corno una constante. 
e 30xy"+24x*y 

dy 

La variable x se comporta como una constante. 


Ejemplo 2 
Obtener las derivadas parciales de la función: 


06 y; z) = ayi yz 


Resolución: 

= =6xyz' 79% 
of 21 32 
a 9 me 

dy x“z 7 Y z 
of 2.6 1 3 
—=2lx“yz" -- 
9z dá 5d 


/? Derivación I[meLícrrA / 


Nos permite derivar una función sin 
necesidad de despejar y en función de x. 
Para realizar este proceso se debe tener en cuenta 
algunos aspectos, como por ejemplo: 


e" xy=x =>1ly+x=2x 


a xy =2x13 > 1 y +x(3y? y 


Ejemplo 1 
Dada la siguiente relación: xy +x?y =2 
Halle: y', cuando x=1 


Resolución: 
Como xy"+x2y=2 
Derivando ambos miembros: 


Y +x(2y)+2y+x2y'=0 


Como x=1, entonces y=1 


Reemplazando: 1+2y'+2+y'=0 => y'=-1 
Ejemplo 2 

Halle la pendiente de la recta tangente a la curva: 
xy"+2xy = 3 cuando x=1 


Resolución: 
De la condición: xy9+2xy = 3 
Derivando ambos miembros: 

Y +x(3yy)+2y+2xy'=0 


como x=1, entonces y=1 


3 
Reemplazando: —1+3y'+2+2y=0 => E 


-. la pendiente es -- 
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f DIFERENCIALES / 


Sea f una función definida sobre un intervalo 
abierto que contiene a “a”. 
Tratemos de aproximar las ordenadas f(x) 
cercanos a “a”. Usemos una función lineal por 
ser lo más simple: 


Zim: y = f(a) + m(x-a); m: pendiente 
(ecuación punto pendiente de Z,, ) 

En x=a+Ax la ordenada mediante t es 

aproximadamente la ordenada según la recta Y, 

(a+Ax), o sea: 


fla+ Ax) =f(a)+m(a+Ax-a) 


Es decir: Lata) aj imáx 


Ejemplo: 
Dado f(x) =?/x , calcular aproximadamente f(8,1) 
usando una recta de pendiente (1/3). 


Resolución: 
(60 = Yx 
1 1 
a=8; yu 7> m=3 


Sabemos que: fla+Ax) =f(a) +m-Ax 
=> (8 )0+53 


1 3 10 
1 61 
= Y8 —=—_— 
=> f(3,D + 30 30 


= f(8,1) = 20,033 
-. /8,1=2,033 
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¿Cuál debe ser la pendiente de Z,, para 
conseguir una aproximación óptima de f(x) para 
valores de x cercanos a “a”? 


Consideremos el error E(Ax), pues depende de 


4x, al hacer nuestra aproximación. Tratemos de 
minimizarlo. 


¡CON A A 


E(Ax) 
¡CA O A 


f(a)|---> 


E(Ax) =f(a +4) - (f(a) + m-Ax) 
=f(a +Ax)-f(a)-m-.Ax 


Vemos que cuando Ax tiende a cero El(á4x 


también tiende a cero. 
Esto significa que para valores muy próximos a 
“a” cualquier recta da una buena aproximación. 


Xx 
) . Esta fracción nos hace 


E(A 
Consideremos ( 
saber cómo es el error en la aproximación para 
cada valor del incremento Ax. 
E(Ax%) _ f(a+40)-f(a) max 
Ax Ax 


E(Ax) _ f(a+4Ax)-f(a) Cena 
Ax Ax 


=> 


o 


z 2 ; 7 A 
Para la aproximación óptima: lim E(Ax) = 
Ax>0 Ax 


Tenemos que: 


lim 
Ax>0 


[RS -m] 
Ax 


CAPÍTULO VIII 


Derivadas 


¡[(Q>-__-—_—_—_———_ m_—_—_ __—_-—_—_ OS 


2 O | pa 
Ax>0 Ax 


> fía)—m=0 


=> m=f'(a) 


En conclusión, la aproximación de fen los valores 
cercanos a “a” mediante una recta se hace óptima 
cuando f es derivable en “a” y dicha recta tiene 
por pendiente a f'(a). Es decir, hablamos de la 


recta tangente a fen x=a. 
fla+ AD) =f(a)+f'(aJAx 


Definición (diferencial o incremento de f) 
El diferencial de f en x=a correspondiente al 
incremento Ax viene dado por: 


(asta) =12)-Ax ] 


Una función es diferenciable en x=a si 
existe el f(a). 
2. Si para todo xeA existe f(x), decimos 
ayefesdiferenciable-snA .. 
3. Ya vimos que fes diferenciable en “a” si 


y sólo sifes derivable en “a”. 
Sea d diferenciableenx VxeA 


Ejemplo 1 

Sift)=x" 

> dí(0) = 3 Ax 

es decir d)=3x7 . Ax 


Ejemplo 2 
SifOd = x 
> dilo) =1.Ax 


ENE 
es decir: ¿ dx Ax 


Luego: d(x*)=3x? dx 
En general: L díGo =F9 dx! 


Ejemplo 3 
Dado f(x)=x”, calcular Af, si Ax=0,3 y x=3 


Resolución: 

Sabemos: Af=f(x+Ax)-f(x) 
= f(34+0,3) -f(3) 
= f(3,3) -f£(3) 
= (3,3)-3? 
= 1,89 


Ejemplo 4 

Sila longitud del radio de un círculo es 8,25 m. En 
cuánto se incrementa su área, si el radio se 
incrementa en 0,05 m. 


Resolución: 
El área del círculo es: A()= 1 Y 


Como ry=8,25 y Ar=0,05 
=> AA=A(x, +Ar)- A(r) 
= A(8,3)-A(8,25) 
= 1 (8,3) (8,25) 
= 0,8275 71 m* 
Ejemplo 5 
Calcular en forma aproximada /3127 
Resolución: 
Asumimos f()= Yx 
donde: a=3125, f(a)=/3125 =5 
Como: fla+Ax)=f(a)+f'(aJdx 


£(3125+2) = f(3125) + f'(3125)(2) 
Tener en cuenta que: 


1 
P00)=2 45 
(0 px 
1 1 
f£'(3125) =-(3125) Y? ==" 
ii sac ET 


1 

- £(3127)=5+ (9 

602370 
> Y3127 =5,00064 
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[CáLcuLo INTEGRAL | 


En el capítulo de derivadas a partir de una función se obtiene su derivada, a ello se llama CÁLCULO 
DIFERENCIAL. Ahora el problema es que a partir de la derivada se debe obtener la función, a esto se 


conoce como CÁLCULO INTEGRAL. 


INTEGRAL: INDEFINIDA 


Consideremos un problema donde a partir de 
la derivada se busca hallar la función. 
Consideremos: 

dy 


= 3x? 
eri 


Por conceptos de derivada sabemos que una de 


las funciones cuya derivada es o - =3x?; puede 
x 


ser: y=x*. Igualmente se puede ver que existen 

otras funciones con esta propiedad como son: 
3 1 3 

y=44 1; y=%+ 3 en general y =x"+c; donde 


“c” es una constante arbitraria para denotar la 
operación de encontrar la función general de 
donde proviene la derivada. 


Se utiliza el símbolo: j que se llama una integral 


o símbolo de integración. 


En general: 


A _Q_»EAEA-<:HK[Ó<AGL O, 


¿50 +6) =160) 


“la integral de f(x), diferencial de 
xes: FGD) +c”, 


y se lee; 


| 
| denotamos f f0)dx = FL) + ce 
| 
1 
£ 


o 


La función f(x) se llama integrando; dx indica la 
variable en términos de la cual debe darse la 
función resultante. 
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FL) +c, se llama la integral de f(x); donde c es 
una constante de integración en nuestro ejemplo: 


¡6xDax =xX+c 
Ejemplos 
1. [cos xdx =senx+c 


dísenx +c) 


e: 
porqu E 


=COSx 


6 
2. [6 +2x+3)dx e +3x+0 
porque: 


6 
sas L4+3x+el=x"+2x+3 
dx| 6 


3. ferdx=e"+c 
d Y 
porque: —=(e*+c)=e 
dx 


Ejercicios: 
Calcular las integrales indefinidas 


fax 


N 


$3 + D'dx 


5 


[sen 3xdx 
4. J(cosx +x%)dx 


a 


163 +x+Ddx 
6. [ax 


CAPÍTULO VIII 


1. CÁLCULO DE INTEGRALES POR SUSTITUCIÓN 

Mediante la ayuda de propiedades que se 
conoce de derivadas puesto que la derivada de 
una suma de funciones es la suma de las 
derivadas, entonces, la integral de una suma de 
funciones es la suma de las integrales. 


E z A 


constante multiplicada por una función es la 
constante por la derivada de la función, entonces: 


, d qa 
Se tiene: — +0 |=x" 
dxi n+1 
Por definición de integración como proceso 
inverso de la diferenciación, entonces: 


También se tiene: 


dx 
Entonces: 5 =Inx+c 


esto es si x>0; en general 


¡E- Inx; x>0 
no; x<0 


x 


Por lo tanto: 


Ejemplos: 
1 fGéax +2x +3)dx =[x'ax + 2 xdx + 3/dx = 


4 
== + +3x+c 


2. (jor [x ¿Jas 


frax+flar=E +inx+C 


Derivadas 


Resultados Notables 


Ejemplos: 
1. Calcular: fWx+1 ax 


hacemos: x+1= p* 
= dx= 2udu 


Reemplazando: j 24dp = AN +0 


3 rape 


2. Calcular: 
[sen?x cos x dx 
hacemos: U =senx 
= du = cosxdx 
3 
Reemplazando: j du = a +c 


senéx 
+e 


e [sen?x cosx dx= 


3. Calcular: fu +senx cosx+xWVx? + 1)dx 


e fl +senx cosxdx+ fx4x” +1dx 
(a) (b) 


I+senx= y? 


a) Hacemos: 
=> cosx dx= 2udu 
Reemplazando: 


3 
fou? du= ta C, =5/Tesenx” +0 


423 


Lumbreras Editores 


Álgebra 


b) Hacemos: x2+1=8* 
2x dx = 2t dt 
Reemplazando: 


S p 
fi dt==+c,= 
3 3 


Luego reponiendo (a) y (b) 
fu +Fsenx cosxdx + x Vx? +1)dx = 


2 


3 
: +1 
=3/Tesena + = +C 


Ejercicios: 
Calcular las integrales: 


L E Hd Ja 


2, [PECERA 
x 
3. J(cosx+esc* dx 
a (dx 
x+1 


5. [(cosx+ exDdx 


6. fx0o + y? dx 


2. CÁLCULO DE INTEGRALES POR PARTES 
Escribamos la fórmula para derivar 
producto: 


d(uv)_ du du 


u v 
dx dx dx 
Multiplicando por dx 
d(uv)=udv + vdu 
= udv = dí(uv) —vdu 
Integrando ambos miembros 


f udv o po 


Es la fórmula de la integración por partes. 
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Ejemplos: 
1. Calcular: j xetdx 


Sea: u=x ; dv=e'dx 
du=dx  ; v=e" 


> fxe“dx =xe* - ferdr 


=xeb-e+e 
2. Calcular: fer senx dx 


: dv=e"dx 
du=cosxdx;  v=e" 


Sea: u=senx 


> fer senx dx = e*senx — fer cos x dx 


Escacena? 
(a) 
Calculamos la parte (a) por partes: 
U=COSX ; dv=e*dx 


du=-senxdx; v=e" 
> fe" cosx dx =e*cosx - | -e*senx dx 
Reemplazado (0) : 
fe" senx dx = e*senx —(e* cosx + Jersenx do 
> 2/0" senx dx = e*senx —e*cosx 


x 


Ñ e* e 
> fe A E ia 


un es 
A. 


Tener en cuenta las siguientes relaciones, 


au 


fer senbu du = ES p? (a senbu-— bcosbu)+ 
a+ 


fu"Inudu= 


y"! 
anat Dinu-1+c 


au 
fe" cosbudu= pS 7 (acosbu+bcosbu)+c 
a +b 


n 4 
Jwerdu=Zwre” fu" e du 
a 


CAPÍTULO VIII Derivadas 
—__——_ —_——_—_——— a _— —__ —_ _— OOO Derivadas 


INTEGRAL DEFINIDA 


Se llama integral definida de una función la;b] 
a la integral: 


ÓN 


[rodax=e0)=9ta | 


a 


de 
E 


donde: g()=1(x) | 


a y b se llaman límites de integración. 


TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO 


Si y=f(x) es una función continua en 
la;b] entonces 


[100 dx =F(b)F(a) =F(0) 
donde F'() =f(0) 


PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE UNA 
FUNCIÓN CONTINUA 


Sean fQ0), 80) dos funciones continuas en 
[a; b], entonces: 


L [[c0+gG0]ax = | 1G0ax+["gloddx 
2. [ktG0ax = k ["£dax ; k cte. real 
3. P'fGoax = IN 10) dx+ fax c€ la;b] 


4, | rcoax|s [ro Jax 


Ejemplo 1 
Halle la integral definida de la función: f 9 =2 
en el intervalo: 1=[-1; 2] 


Resolución: 
[ffG0ax = [/2dx =2x[*=2(2)-2(1) 


=2 


Graficamente vemos: 


Vemos que: [(10)dx = ÁREA =1x2 


Ejemplo 2 
Halle la integral definida de la función fo00=-2; 
en el intervalo: I=[-1;3] 


Resolución: 
ft00ax= [Char 


=-2x[. =-2(3) -(2(-D)=-8 


Gráficamente vemos: 


A=2(4)=8 
> / “0ddx =-A=-8 
En general: 
Ne | ll 1G0ax] 


“A” es el área limitada por la curva y el eje Xen el 
intervalo [a;b]; donde la función debe ser 
continua. 
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Ejemplo 3 » 
Calcular el área limitada por la curva: y=x yel 
eje X en el intervalo: [0;1] 


Resolución: 


y=x 10) 


A= [f0Jdx= ["dx -=r, 


3 3 3 


A continuación vamos a comprobar el resultado 
mediante límites utilizando la suma de Rimman. 


AY 


234. n11 Xx 
ná 


Dividimos el intervalo: [0;1] en “n” subintervalos 
de igual amplitud, por lo tanto, la longitud de cada 


¿ ! ud 
subintervalo es as Los valores mínimos en cada 


subintervalo son: 


e, =f(0)=0 
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c a 1 


n n? 


Ahora sumamos las áreas de todos los rectángulos 
sombreados: 


Aa) 
2in n in 
E 


S, = = (1+2* +3%+....+(n—-1)?) 


$ 1 (n-DnEn-D_(Mmn-DGn—-D 

np 6 6n? 
_2n2-3n+1 

> 6n? 


Si hacemos que: n>+ obtenemos el área 
exacta 


P , . 2n2-3n+1 
Área= lim S, = lim—=— 
n>w N >0e 6n 
=Img|? PA. 
a+. 6 3 
> dal z 
ze 


CAPÍTULO VIII 


VOLUMEN DE UN SÓLIDO DE REVOLUCIÓN 


Derivadas 


Sea f una función continua en [a;b], “S” el 
sólido de revolución obtenido por la revolución 
alrededor del eje X de la región limitada por la 
gráfica de “f” y el eje X en el intervalo: [a;b] 
entonces el volumen es: 


AY 


| 


AY 


y=1() 


Mr 
e ] 
Oleo 


AN 


iv =$ UcoY ax) 


A ic 


donde: 
Vx = (ro) y dx ; representa el volumen del 
cilindro de radio f(x) y altura dx. 


HL dx—4 


1169) E 


Ejemplo 1 

Halle el volumen del sólido que se genera por la 
rotación de la región limitada por la curva: y = Vx 
y el eje X en el intervalo: [1;4] 


Resolución: 


Ejemplo 2 
Halle el volumen del sólido que se genera por la 


“2 o 1 
rotación de la región limitada por la curva: y == 
x 


y el eje X en el intervalo de: [1;3] 


Resolución: 
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Ejemplo 3 
Halle el área de la región sombreada. 
Y y =x+1 


Resolución: 


a=f0rvar [Lex] 


2 


Ejemplo 4 
Calcular el área de la región sombreada. 
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Resolución: 
_ 5 2 ñl e 4 
A= IN Gdx SL 
A= q 2 = 356 2 
3 3 3 
Ejemplo 5 


Encontrar el área bajo la curva de y=senx y el 


eje X en el intervalo [0;211]. 


Resolución: 


Graficando y=senx, xe [0;211] 


El área pedida es la suma de las áreas de A y B. 
n n 
A= ¡Bl senxdx =-logx], 


=-1-(-)=2 


El área de B está totalmente por debajo del eje 
X, por lo tanto al evaluar la integral definida 
en [1;21] se obtendrá un número negativo. 


entonces el área para B se tomará con valor 
absoluto. 


21 2x 
B =|[ senxdx |=|(-cosx)|, | 
xr 


=|-1-(D]=|-2]=2 


. Elárea pedida es: 
(2+2)u? =4u? 


p roblemas Resueltos 


Problema 1 
Calcular el siguiente límite: 


lim 


x>n 


nsenx-xsenn 
nNcosx-xcosn 


Resolución: 
Aplicando la regla de H'ospital, derivando 
numerador y denominador separadamente: 


lim 


xn 


ncosx-senn | _ senn—-ncosn 
-nsenx-cosn nsenn+cosn 


Problema 2 
Calcular el siguiente límite: 


Resolución: 

Aplicando la regla de H'ospital, derivando 
numerador y denominador separadamente y 
teniendo en cuenta que: 


(y= = y =“(nx+0) 
x“UInx+D-0 go 
1 


a 1 


xl 1 


Xx 


Problema 3 
Halle a y b si la función: 
3 2 
ax*+4x%, x<-1/2 
f0)= 
bx-3  ,x2-1/2 
es diferenciable en todo R 


Resolución: 
Se observa que en las reglas de correspondencias: 
y =axc+4xr, para x<-1/2 
y, = bx-3, para x2>-1/2 
Ya son diferenciables o derivables, pero debemos 
analizar también en el punto x=-1/2 planteando 


las condiciones de existencia de la derivada en el 
punto x=-1/2 


Ly 412) =y,1/2) 


=> a-4b=32.... (a) 


IL. y 1/2 = y, (1/2) 


> 3ax?+8x=b 


De (a) y (B): a=-8, b=-10 


Problema 4 
Indique el número de raíces reales de: 


G-DOA-DO?-8x+15)+ 
(c+ D)Gc-2)04-10x+24) = 0 


Resolución: 
Tenemos: 
100 = (x-DG-DGc-5)-3)+ 
(+ DGA-230-61x-4) = 0 
Vemos que: 
(2D=0) 
(0=0 


(2=0) 
1(3)=(0) 
1(4)=(9) 
(5=0) 


Jaxe<-112/14)=0 
Jaxe<20>/169)=0 


)ax40<452/1(4:)=0 


(60) =(- 
(1D =(4) 


Vemos que sus cuatro raíces son reales ya que: 


[ax e<6.72/1(4)=0 


AOS 
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Problema 3 
Graficar la función: 


e ; e Te 
f00 = 2x-tanGo; xe( 7 2) 


Resolución: 
Analizando la primera derivada: 


Mx) =2-sec* x 


>f00)=0= secx=+y2 


son máximas o mínimas. 
> f00)>0 => sectx<2 
= -vV2<secx<wv2 


E Ton : 
. En ein es creciente 


=> f(1)<0 > sec? x >2 


> secx > /2 NA secx <-42 


-. En (Eo (En) es decreciente 


Realizando la gráfica se tiene: 
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Problema 6 
Halle la relación entre a y b de modo que la 
ecuación: 


ax =b";, b>1 
No tenga soluciones reales. 
Resolución: 


Graficando las funciones considerando 
inicialmente un punto de intersección. 


En el punto xy se cumple: 


(Den (2): 4x Inb=4x = x, =l0g, e 
Reemplazando en (2): 


B"e*tIinb=a = a=elnb 


Conclusiones: 
L  Sia=elnb = existe solamente una solución 
real. 


IL. Si a>elnb = existen dos soluciones reales 


II. 0O<a<elnb = no tiene soluciones reales. 


CAPÍTULO VIH Derivadas 
A A A A A 


Problema 7 Problema 9 

Si f0)=ax*+bx”, halle a y b de modo que la Dado y=x"+ax+b, de modo que y=3, sea un 
o f tenga un punto de inflexión en el punto mínimo de este trinomio en x=1, halle a y b. 
Resolución: Resolución: 


2 
Derivando f(x) =3ax? +2bx Como y =x"+ax+b 


> y'=2x+a 
f"G0) = 6ax+2b y 


Como P=(1, 2) es punto de inflexión, entonces, Por máximos y mínimos 
Fo =0 y' =0 

al 
Reemplazando en 2x+a=0 ==  a=-2x 


Go): 6a()+2b=0 Como x=1 es un punto crítico. 


> a=-20) > a=-2.....(a) 
Además, siP=(1,2) > f(D)=2 


Además, 
Se reemplaza en f(x): Ls 
add'+b(D=2 Ya =3=mínimo 
atb=2....... (B) l+a+b=3 => a+b=2 .....(f) 


Resolviendo (0) y ($): a=-1 1 b=3 Se reemplaza (0) y (PB): 


Problema 8 AS 
Hallar Y ¿Si y=f>, 1, FG) =sen(x?) Problema 10 
dx ad Dada la función f tal que: 
Resolución: f_O= 5x? + > ,xeR* 
Hacemos g(x)= a > y =f(8(x)) Determine el menor valor positivo a para que se 


d cumpla f(x)>14, Vxe Df 
> MECO) 800 do 0) 


Resolución: 
2x-1 , 3 Dato: el mínimo valor de fes 14 
g4)= => 80) =—— mao. (2) 
x+1 (x+D z 
Derivando 
, 2 ' 2x-1Y Sa 
f6) =sen(x5) = f(8())=sen (3) fO)=10x-L 
x+1 x? 
Se reemplaza (2) y (3) en (1): Igualando a cero y despejando se tiene: 
Y a 
dy 3 op [ 2 =P 
dx (x+D x+1 
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Reemplazando en la función f 


2 
sie PS 
2 


5 
ya 
2 
Al efectuar tenemos: 


a=164/2 


Problema 11 
Determine el siguiente límite 


Por Pospital se tiene como respuesta: 
a 
n 


Problema 12 


Calcule lim (y AP ) 


Resolución: 
Dando forma: 


im (rr) TE a) 


x>30 


= lim ¡E + =x)= lim Le +x?- x) 
x0w 


x>0 


Racionalizando se tiene 
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Problema 13 
Dadas las funciones f y h tal que: 


f00) = 12-3x-2 
hOO = xQ-x) 


Determine la gráfica de P siendo: 


2+f00), x>0 
== RGO-1, x<0 


Resolución: 
Reemplazando los datos: 


Graficando cada regla de correspondencia. 


Y 


Problema 14 
Si xy'=3x?+y-1, VxeR donde y=y0) 


encuentre y(2) si se sabe que la gráfica de la 
función y=y(x) presenta extremo relativo en 


5 
x=-= 

6 
Resolución: 


Como xy'=3x2+y-1 VxeR 
Para x=0, 0=y(0)-1 = y(0)=1 


CAPÍTULO VHI Derivadas 
— —————__—__——_ _____ O Derivadas 


Además, derivando se tiene: 
xy "+ y'=6x + y' 
> xy"=6x, VxeR 
> y"=6 
> Y (O=6bx+Me.... (a) 
> y (5/6) =0:6(-5/6)+m=0 


>m=5 


También de (a): yG0) = 3x2+mx+n 
= 32+5x+n 


Como y(0)=1 = n=1 
2 y0)=32+5x+1 


y(2) =3(2)?+5(2)+1 
=23 


Luego, 


Problema 15 

Indicar verdadero o falso en las siguientes 

proposiciones: ] 

L— Si f0)-£')>0 VxeR a f£(0)-£(2)<0 
entonces, fes continua en R 

IL. Seanfyf' continuas en R. 
Sif'(x)>0 VxeR, entonces, JceR/f(c)=0 

Il. Sean f y f' 
f'(0%0 VxeR, entonces, fes inyectiva. 


continuas en R- si 


Resolución: 
L. FALSO. Como f()-f'(x)>0 VxeR 


» Para f(x)>0 se tiene f'(x)>0, es decir, 
la gráfica de f por encima del eje X es la 
de una función creciente. 

* Para f(x)<O0 se tiene f'(x)<0, es decir, 
la gráfica de f por debajo del eje X es la 
de una función decreciente. Con esto, f 
NO puede ser continua. 


IL. FALSO. Como f(x)>0 Vxe R, entonces, f 


es creciente; esto no implica que la gráfica 
de f cortará al eje X, por ejemplo: 


fQ()=e* 
f'G0)=e* >0 
Sin embargo, f(c)>0 VxeR 
ll. VERDADERO. Como f' 
f'(9)%0 VxeR entonces FCO>0 Vx y 


vf en R. 


decrec 


continua y 


FO0O<0Vx=f 


crec 


Problema 16 
Calcular el área máxima de la circunferencia 
inscrita en el trapecio si h=2b a B+2b=8 


by t 
=2r 


h 


PAIN] 


Resolución: 
El área máxima de la circunferencia será porque 
en el trapecio el área es máxima: 


ADOS 


2 YA 
S = 8b-b? 
ds 
—=0 => 8-2b=0 
bo”? 


b=4 
h=2b=2r > r=4 
Sma O = 11? =167 


2 
op 
db 


= es un punto máximo. 
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Problema 11 
Se tiene una casa de forma rectangular. Se desean 


enchapar las paredes. Calcular a cuánto ascendería 


el presupuesto, si la casa posee 3 ventanas de 
5 m? cada una y 5 puertas de 5 m? cada una. 

b, a, h dimensiones y b+a+5h= 50 

(costo xm?)=S/ 5 


1 a 


+t——— b 


Resolución: 

=> S,=2bh+2ha-3(5)-5(5) 
S,=2h(b+a)-40 
S,=2h(50-5h)-40 
S,=100h-10h*-40 


AS. -100-20h-0 
dn ] 


>h=5 
dis A Ea . 
añ =-20 indica que sería máxima ascendería 


> S, =2H(50-5h)-40 
S,=10(50-25)40=210 
S,=210m? cada m' = S/ 5 


= Presupuesto = 210x5=85/ 1050 


Problema 18 


De la figura el tren mide L 
v,=10 m/s (velocidad del tren) 


L 


Calcular el tiempo mínimo t que demore en pasar 
los n túneles de distancia d si d=(t-5)? metros 
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Resolución: 
ltun 2tun Sun ntun a 
d Ld E md d 


> € = nd +nL 
81 =V-t => nd+nL=10t 
n(t5)+nL=10t 
nL=10t-n(t-5) 


AI 
n 


Para que sea mínimo el tiempo, la distancia debe 
ser máxima. 


Lct) 
dt  n 


> (142) 
n 


Problema 19 

Se da una circunferencia de radio R donde se 
divide su diámetro en dos partes que se toma" 
como diámetro de dos circunferencias. Halle e- 
área máxima de la superficie comprendida en:rz 
las 3 circunferencias. 


Resolución: 

Sean 2a y 2b los diámetros de las circunferencias 
inscritas. 

Esto es: a+b=R 

Sea S el área comprendida entre las : 
circunferencias: 


S=1IR?-na? - mb? 
=1[R? -a? (R-a)?] 


- 2n(Ra —a?)=2ma(R —a) 


CAPÍTULO VI! 


Derivadas 


Pero, sabemos que el máximo del producto de 
los factores a y R-a cuya suma es R, se verifica 
cuando dichos factores son iguales. 


Estoes: R-a=a => a=S 
A bil 
2 
nr? 
ma 737 
Problema 20 


Hallar el área del mayor rectángulo que tiene su 
base inferior en el eje X y con dos vértices en la 
curva y=12-x*. 


Resolución: 


A = 2xy = 2xy = 2x(12-x2) 
= A=24x-2x* 
> A) = 24-6=0 
>x=4=x=2 
y=8 
=> A=2xy = 2(16) = 32 


Problema 21 


Un punto se mueve sobre la parábola 2y? =7x, 
de manera que la abscisa aumenta 
uniformemente 3 cms. ¿En qué punto aumenta 
la abscisa y la ordenada a la misma razón? 


Resolución: 


dx 
Por dato: —=3 cm 
r dato: dl cm/s 


Tenemos que hallar el punto (x; y) tal que 
dx_dy 
dt dt 


Como 2y?=7x derivando implícitamente con 
respecto al tiempo t, tenemos: 


ayy ¡dx , (dx_dy 
"Lat dt 


Problema 22 

Sea f una función derivable en todo su dominio 
tal que f(x) es de segundo grado y se cumple que 
0 -a=6x. Calcule el mínimo valor de f(x) si 
posee valor mínimo para x=-2 y además f(0)=17. 


Resolución: 
00)=6x+a 


Cuando: x=-2: f'(-2)=-lí+a=0 


= a=12 


Como f(x) es de segundo grado 
=> f()=31+12x+b 


Como f(0) =b= 17 
Por tanto: f(x) = 3+12x+17 


mínimo f(0) = f(-2) =5 
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Problema 23 
Sea f:R>R tal que f(x)=(2+3x1)e". 
Determine a +B8+y tal que: 


afiaO) ABRO) + ye =f(00), VxeR 


Resolución: 
f()=02+30e* 
£' (0) =(4x+3)e+(22+3x)e* 

=(27+7x43)e* 
£"(o) =(4x+7)e"+(2%+7x+3)e* 

=(22+11x+10)e" 
Se cumple: af"()+PBFO6)+ye” =f(x) VxeR 
a(2x? +11x+10)e* +B(21? +7x+3)e* + ye* 
s (2x? +3x)e* 
La +B)x?+(11a.+78)x + 100. + 38 + y 
2 3 0 

=2x?+3x+0 
Se deduce que: 

a+B=1 

1la. +78 =3 

100. +38B+y=0 
a=-1, B=2, y=4 
Por lo tanto: a+$+y=-14+24+4=5 


Problema 24 

Un viaje subsidiado por un colegio costará 15 soles 
a cada alumno si viajan no más de 150 alumnos; 
sin embargo, el costo por alumno se reducirá 0,05 
soles por cada uno que sobrepase los 150 soles. 
¿Cuántos alumnos deben realizar el viaje a fin de 
que el colegio reciba los mayores ingresos brutos? 


Resolución: 

Sea x: * alumnos 

IG0: ingreso bruto total por x alumnos. 
15x, x<150 

100) = 
(15-0,05(x-—150))x, x >150 
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Piden: máximo valor de I(x) 
Cuando x<150 100). =15(150) 


2 
Cuando x >150 160 =15:- +2 
2x 150 
I' =1 == — + —_— == 
(0) =15 2020 0 
=> x=225 


Además I'(x)= A <0 = Para x=225 habrá 


máximo. 
(225)? 150 
1(225) = 150225) - == 42 (225 
(225) =15(225) 20 +6 ) 
Gráfica de 1 (0) 
169) 
X 
0 150 225 


Respuesta: % alumnos: 225 


Problema 25 
Trazar una recta de modo que pase por el punto 
(1, 4) como indica la figura; y que la suma de las 
longitudes de los segmentos cortados por dicha 
recta en los ejes coordenados sean las menores 
posibles. Indicar la recta L. 

Y 


(14 


CAPÍTULO VIII 


Derivadas 


Resolución: 
Sea S=a+b........ (1) 


L=%+%=1 

a b 
(190eL (4) 
11.4 b 
=4==1 
a b 

4a ———— 
b= 

A (2 a 


2 
(2) en (D: S(a) ¿A4+3a 
a-1 
ay _La-3Ma+D 
> 0)= a-1 
S(a)=0= a=36a=-1 
a=3Ab=6 
A 
> 


Problema 26 

Dada la parábola y?=2px y un punto en su eje, a 
una distancia a: del vértice. Indicar la abscisa x 
del punto de la parábola más próximo al punto 
referido. 


Resolución: 
Sea d la distancia mínima del punto P(x; y) al 
punto Aa, 0) 


d=(x-0) + y? =/(x-0)? +2px 


Derivando se tiene: 
x-0+p 


d'(x) = =0 
ds JE +0)? +2px 


Para d'(x)=0 
Se tiene x-a+p=0 
x=0-p 


Problema 27 

Un cuadro de 1,4 m de altura cuelga de la pared 
de modo que su borde inferior está a 1,8 m por 
encima del radio de la vista del observador. A qué 
distancia de la pared debe situarse el observador 
Para que su posición sea la más ventajosa para 
contemplar el cuadro (es decir, para que el ángulo 
visual sea mayor posible). 


Resolución: AÑ 
1,4 


AN || 
==" == 


Sea a el ángulo óptimo y sea x la distancia del 
observador a la pared. 


cote=* 23X 


l gráfico: 
Del gráfico: 32716 


5x 
8= tl — 
> o=arccn( 32) 


> B=arecol 5x) 
9 
a=0-B = ao =arccal| yz |-arecol[ 5) 


-80 45 


0) = ——— + 
Sd 256+25x?  81+25x? 
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Si ao) =0 


80 45 
> == 
256+25x? 81+25x? 


, 144 12 
= > 


| AX 
25 5 


Problema 28 


nb”"(a-b) 


Si A 
a”-p” 


<k keZ 
además 
a” -b" 


a o 
na” (a -—b) 


Calcule mínimo (k) más mínimo (R)+1 
(Sugerencia: aplique el teorema de Lagrange) 


Resolución: 
Sea f(x)=x" = f(1)=nx"" 


f es continua en [b; a] y derivable en <a; b> 
-. por el teorema de Lagrange (valor medio) 


O Ir 
a-b 
n_pn 
a ner 4 b => n(a-b)Je"” =a” -b" 


a-b 
Dado que ce<b;a> > b<c<a 
Para n>1>n-1>0>b"'<c" <a" 
Sia>b>a-b>0= n(a-b)>0 
- nba -b)<nc" (a-b)<na""(a —b) 
pero nc" (a-b)=a" -b" 
 nb(a-b)<a" -—b"<na""(a-b) 
-.k=2; R=2 


Respuesta: 5 
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Problema 29 


Halle el ángulo 6 en la siguiente figura, sabiendo 
que el cono tiene la menor superficie lateral 
posible y que está circunscrito en torno a una 
esfera dada. Indique el sen0 


PA 


AMAN 


Sea S la superficie A 


lateral óptima. / p 

Sean x e y el radio y la 

generatriz del cono. y EN d 
a =20 

S= TIIS = TXY A AN 


y= AD+DC 


Resolución: 


DC=BC .. y =Rcot8+x 
en Arge y =xcscg 


_ Rcos6 
l-sen0 


_ ReotO 
1-sen0 


TR?cosOcot08 _ TR*1+sen0) 
(I-seno?  (l-sen0)sen0 


“Sy = 


os a | 
Se 
(sen8-sen? 0) 
Si S'(0)=0 
-. sen8+2sen0-1=0 


sen9 =v2-1 


CAPÍTULO VIH 


Derivadas 
—_ —_——a— _ _— _— QQ ____—____ 0 Yw0YNh OO Privadas 


Problema 30 


Respecto a la función: 

[60 =x 0-2 -34+4x +42 
Indicar verdadero (V) o falso (F). 
Il... Esunivalente en (-o>; - /2 ) 


II... Existe un cero en <2; 9> 
II. Tiene un máximo relativo en 1/2; dos mínimos 
en-1 y 2. 


Resolución: 
Tenemos: 


LF) =4%-6-6x+4 
Factorizando: 
FO) =GA+D(0x-D(x-2) 


fo)=0 => x= (122) 
f69>0 => xe (4 3)0(2+0) 


f'GO<0=> xe poz; 2) 


Si x€ (=oo;-/2) es decreciente 


Entonces, es univalente ( 


IL... Por el Teorema del cero 
(2 = (=D 
(9) = (+) 


ja una raíz en <2, 9> 


(1) 
II. Calculamos f"(x)= 12x-12x-6 


Como f(x)=0 = x= (452) 


Además: 


f(=D>0 = f(=D es mínimo 
f" ÚS <0=>f pS Áxi 
2 9 | es máximo 


f"(2)>0 = f(2) es mínimo 


(v) 


Problema 31 


Halle el valor de k para que f sea continua en R 


(141991 1 


1) = xz0 
k x=0 
Resolución: 
f(0) = lim =k 


Haciendo n=2001 


a e (+ xo)" 1 
lim f= lim EA por cocientes notables se 
tiene: 


lim (+07 (14924... +1)=n=2001 
-- K=lim =2001 


Problema 32 


Dados a; b constantes si: 


160 = xo six<2 
ax+b six>2 


Halle a, b si f'(2) existe. 


Resolución: 
Como f es derivable, entonces, fes continua en 2. 


> lim f(x) = lim f(0) 
x>2* x>2 


£0) = 100) 


x=2* x=2 
Reemplazando b=-4 
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Problema 33 
Si: f(6) = arctan (arctan(arctan0)). Halle f'(0) 


Resolución: 

Tomando tangentes a ambos miembros: 
tan(f(0)) = arctan(arctan 0) 

Derivando 


2 rot Y 1 
sec" (8) Ss Creme [rc 


Despejando f'(8) 


1 
— sec? (arctan(arctan(arctan9)))(1 + arctan*9)(1 +8?) 


f'(0) 


Problema 34 
(n—D! 
ro) 
Donde: f(x) =In(x+D, f”(x) enésima derivada. 
Halle x+n 


Si =729 


Resolución: 
1009=L d+", 10) =-1-9? 
lex 


00) =-DE294+x)? sucesivamente 
PO) = ED "a-DHl+ a)" 
de donde n debe ser par 
(n-D! 
ro) 


.x=2,n=6 


=(14+ xx)" =3% = (142) 


> x+n=8 


Problema 35 
Halle y" cuando y=8(x) donde y=t+4, x=t-4 


Resolución: 
Las derivadas parciales 
dy 
—=1+2t 
ot 
9x 


= =1-2t 
ot 
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iy - 1+2t 
ox  1-2t 


Derivando y” 


._21+20-(-2D(1+20 
qe (1-26)? 


Halle el ángulo de intersección de las parábolas 
dadas: 
y=xk-3x+6 2» y=2+3x-xe 


Resolución: 
La intersección: x2-3x+6 =2x+3x-x? 
2. 2x2-6x+4=0 .. x?-3x+2=0 
> (x-2(x-D=0 -.x=2 v x=1 
Reemplazando tenemos: 

x=2 => y=4 para x=1> y=2 
Los puntos son (2; 4) (1; 2) 
Para hallar el ángulo de intersección 
P(x0) -8'(xo) 
1+£'(<)8'(x7) 


(Xp, f (x7)) punto de intersección de C,, C, 
Derivando 

10) =x?-3x+6 => fMx)=2x-3 = fU(2)=1 
f0=-1 


tan0 = 


800) =2+3x-x? => g(x)=3-2x 


82) =-1 
g(N)=1 
_IHED . 
tan8= El = A en (2; 4) 
tanO= => =-1 +. 8=arctaní(—1) 


CAPÍTULO VII! Derivadas 
—_——— o Q__a__—_ OOO Derivadas 


Problema 37 
x+lY. : : 

Dado g(x)=f Sl si fes diferenciable en R, 
E 

FED=2. Halle g'(0) 


Resolución: 


800) = (5) 1 


809 =f(nG0) > 80) =f"(N0D)A'GO) 


2 x+1 -2 
05 > g6o= ns en y) 


Evaluando en x=0 


0O=f ED -— 262) =-4 
g'(0) = A) aa 


Problema 38 
Dado f(x) = ax +bx?+cx+d 
Si f tiene mínimo en x=0, máximo en x= 1, halle 


C y la relación entre a y b. 


Resolución: 
Dado f(x) = a+bx+ex+d 


f'G0)=3ax?+2bx+c=0 


Como x=0 es mínimo c=0 


. x(Bax+2b) =0 
=>3x=04>—5 O a 
3a 
b=-3a 
2 


Respuesta: c=0 an b= ja 


Problema 39 
Halle lim YL+ 1? 
AH 


Resolución: 


1 
Hagamos y=(1+ x?)* 
Iny = E (1+x?) tomando límites 
x 


lim (In y) = lim Lin(1+x?)=00-0 
x>0 1>0 x 


2 
Calculamos el límite lim in(1+x?) 
x>0 xXx 
eE 


Por Hospital lim 14 EN =0 
pl ha (ny =0 => In(imy) = 
. lim y =1 


x0 


Problema 40 
Halle la ecuación de la parábola y=x+bxr+c 
que es tan a la recta y =x+-1 en el punto (2; 4) 


Resolución: 
Las derivadas en dicho punto son iguales y=x+1 


yal. (1 
y=x"+bx+c > y'=2x+4b ...... (2) 
(D=(2) => 2x+b=1 


Como (2, 4) pertenece a la parábola y a la recta 
x=2, y=4 enla parábola 4=2%+2b+c :. 2b+c=0 
En (3): b=1-2(2)=-3 -. c=6 

> y=x'-3x+6 es la ecuación pedida. 


Problema 41 
Calcular en forma aproximada: 
NET 
202 
Resolución: 
Asumimos: f0)= Vx 
Como: 20l =1- 20 
202 202 
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1 
T =1, Ax=-—=dx 
'ormamos a=1, 202 


Por diferenciales se sabe: 
f(a+Ax)=1f(a)+f'(a) dx 


Donde: f'(x)=-x "7 


xi — 


>f0= 


1 : I 
«(olas)poota) 


EN Jl 4 0,90929 
202 — 1414 


Problema 42 


Dada la función: 
f(x3y)=x*y+10 
vano 21; 2 
alle dx dy 
Resolución: 
ar 
dx 
of = x? 
dy 


2xy 


Problema 43 
Halle la pendiente de la recta normal a la curva: 
vx+yx2=2 cuando x=1 


Resolución: 
De la condición: y'x+yx?=2 derivando ambos 
miembros. 
y +x(2yy)+2xy+x y =0 
Como x=1, entonces y=1. 
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Reemplazando: 

142y'4+2+y'"=0 >= y'=-1 
-. —1, es la pendiente de la recta tangente y l es 
la pendiente de la recta normal. 


Problema 44 


Calcular el área de la región sombreada: 


Resolución: 


A= [¿Genxdax = (-cosx)[? 


A=-cos5-(-cos0%)=0+1=1u? 


Problema 45 


Calcular el área de la región sombreada. 


YA 


Resolución: 


Probiemas Propuestos 


Calcule la derivada de la función: 6. 
y = (+ DG+2(x+3)(+4) 
en el punto xy=-3 


B) 2 


Calcule la derivada de la función: 
y = (—-aJO-b)Mx—e), en el punto xy=a 


7. 
A) (a-b)l(a—) B) (a )(a+b) 
0) (a+bD)c) 
D) Qa+b) E) (ab) 
Calculen la derivada de la función: 
y= a azb, en el punto xy=a 
A a O 
(a—b) (a—b) 
1 
D) (ab) E) Gin 
Calcule la derivada de la función: 
y = (1+ax*)(1+bx*), en el punto x,=1 dl 
A) (ab+2) B) ab(a+b) 
C) ab(a+b+2) 
D) (a-b) E) (a+b)(ab) 
Calcule la derivada de la función: 9. 
- 
y=e 
A) -xe 0/2 B) -xe/2 O res 
D) xe* 3 E) xe 


Calcule la derivada de la función y=2"2% 
A) In2-senx 2%"? 

B) senx-2senx 

C) 22% senx 

D) In2-senx 

E) 2In2.cos2x 2"? 


Calcule la derivada de la función: 


(2) 


Calcule la derivada de la función: 
y = In|senx|] 

B) Inx C) Insenx 
E) secinx 


A) senx 
D) cotx 


Calcule la derivada de la función 


y =Inlx2+4x* +1) 


A) a. B) ye 
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10. 


11. 


12. 


3. 
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Calcule la derivada de la función: 14. 


S 
Lx 


y=e 
1 E) 

a 
A) (1+ x)V1- x? 
B) (+ 0vVx 

box 

Das 
D) -1 
E) e0+o 15. 


Calcule la derivada de la función: 


l-senx 
aa l+senx 
1 l-senx 
A) B) senx O uN —— 
senx l+senx 
1 
D) cosx E) 0 
16. 
Calcule la derivada de la función: 
y=x" 
A) + 
B) x(1+2Inx) 
e) q ! 
D) Inx 
E) 2inx* 
Calcule la derivada de la función: 
y=x" 
Ax x 1 
A) x* Bet? 0 — 
inx 
D) x* e*(mx+t) E) e” 


Calcule la derivada de la función 
y=2" 


A) (In227 -x"(1+Inx) 

B) (In2)2" 

C) In2* 

D) 2 

E) 1+Inx 

Calcule la derivada de la función: 
y=x" 

A) 1 

B) xxi? x+xm+1) 

e) o an 

D) In?x* 

E) 0 


Determine los valores de a. y $ con los que 
la función: 


arctan ox si]x]<l 
e psignr 2 y si |x|]>1 
tiene derivadas: 
1. Enelpunto x=1 
2. Enelpunto x=-1 
T (x.- 4) 
A) l. a=1,B==; 2. a=1,P= 
) !. a=1,4 4 ala SES 
B) 1. a=2,B=0 2. a=0,P=1 
T 
O l. a=1,B=1 2 a=Lb=3 
T 
D) 1 a-.1=1 2. a0=0,B=x 
E) 1. 0=0,B=1 2 a=0,p=> 
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17. Determine los valores de a y f conlos que 


18. 


19. 


20. 


las siguientes funciones son por todo lugar 
derivables. 


eli ssix<l 


e ¿six>l 


A) a=1,B=-1 
B) a=0,B=2 
C) a=2,B=-1 
D) a=-1,B=0 
E) a=x,B=1 


Escriba la ecuación de la tangente a la curva 
en el punto M(-1;3): x%+y?+2x-6=0 


A) 5x + 6y-13 =0 
B) x+y-13=1 
O x-y=0 

D) x+y=2 

E) x+2y=0 


Escriba la ecuación de la tangente a la curva 
en el punto (1; 1): %+y*-2xy =0 


A) xy+2=1 
B) x+1= 

C) x+y-2=0 
DO 

E) 1 


Escriba la ecuación de la normal a la curva 
en el punto (Xp, Yo): (4-)y* =x 


A y-Y0=1 
B) (x-xp) =0 
O) (x-y) = xp-2 
z Yoly xo) 
D) y-Y= 6 EE xo) 
E) x-y=1 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


Derivadas 


Escriba la ecuación de la normal a la curva 


en el punto (a; b): (=) (E) =2 
a b, 

A) x-by=0 

B) a-b?=x+y 

C) a-b=x-y 

D) ax-by = a?-b? 

E) (a+ bMa-b)=x-y 


El tren Moscú—Tbilisi recorre todo el camino, 
igual a 2400 km, en el transcurso de 44 horas 
14 minutos. Determinen la velocidad media 
del tren. 


A) 50,2 km/h B) 20km/h 
C) 54,3 km/h 
D) 30,5 km/h E) 10kmh 


Determine la velocidad si la posición viene 
dada por: x=24'+3 para t=1. 


A) x 
D) 1 


B) 4 Cc) 2 


E) -x= 


Un cuerpo de masa m=1,5 está en 
movimiento rectilíneo según la ley 
S(Y=4+t+1. Hallen la energía cinética del 
cuerpo 5 s después del comienzo del 
movimiento (la masa m se da en kg, el 
recorrido en metros) 


A) 90,753 
D) 703 


B) 90,1J C) 10,753 


E) 30,10] 


Un punto está en movimiento por la parábola 
y = 8x-x*, de modo que su abscisa varía 
según la ley x= Ji (x se mide en metros, t 
en segundos). ¿Cuál será la velocidad de 
variación de la ordenada del punto 9 
segundos después de comenzar el 
movimiento? 


A) 1 m/s 
D) 2 m/s 


B) 1/2m/s C) 1/3 m/s 


E) 1/4 m/s 
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26. 


27. 


28. 


29. 
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El radio de un globo crece uniformemente 
a una velocidad de 5 cm/s. ¿Cuál será la 
velocidad de variación del volumen del 
globo en el momento cuando el radio se 
hace igual a 50 cm? 


A) 0,5 rms B) ams 
O) 2 ams 
D) 0,05 r m/s E) 0,1 m/s 


Una rueda gira de tal manera que el ángulo 
de giro es proporcional al cuadrado del 
tiempo. La primera vuelta fue realizada en 
8 s. Hallen la velocidad angular 64 s después 
del comienzo del movimiento. 


A) 7nrad/s B) rrad/s 
C) 5 rad/s 
D) 4r rad/s E) 2x rad/s 


Por el eje de abscisas se mueven dos puntos 
que tienen las siguientes leyes de 
movimiento. 

x=100+5t y x=t%/2 
¿A qué velocidad se separan uno de otro en 
el momento del encuentro (x, se mide en 
metros; t, en segundos). 


A) 1 m/s B) 15 m/s 
C) 10 m/s 
D) 3 m/s E) 5 m/s 


Un pontón flotante se atrae hacia la orilla 
con ayuda de un cable que se enrolla en un 
torno a una velocidad de 3 m/min. 
Determine la velocidad de movimiento del 
pontón cuando se encuentra a 25 m de la 
orilla a 4 m de altura sobre el nivel de agua. 


A) 3 m/min B) 1 m/min 
C) 2 m/min 
D) 10 m/min E) 4 m/min 


30. 


31. 


32. 


33. 


Hallar la derivada de segundo orden: 


l 
IA 
y 9702 
A) pr 100 
0) x 10 
9702 
? E) x 


Halle la derivada de segundo orden: 


y = cosix 
A) -2c0s2x B) -2cosx 
C) cosx 
D) 2x E) cos2x 


Un punto está en movimiento según la le. 
5 . 
s(t) =2é4 E3? (s se mide en metros; t, er 


segundos). 


Hallar su aceleración 5 s después de 
comienzo del movimiento. 


A) 10 m/s? B) 5 m/s? 
C) 15 m/s? 
D) 54 m/s? E) 20 m/s? 


Hallar el valor de la fuerza que actúa sobre 
un punto de masa m=0,1 en movimien:: 
según la ley s()=t-4t*, en el momento a: 
tiempo t=3 (m, s, t están prefijadas en = 
sistema SI). 


A) 10N B) 43N 
C) 9N 
D) 11N E) 20N 


CAPÍTULO VIII 


34. —Poruna circunferencia de 5 m de radio está 39. 
en movimiento un punto a velocidad angular 
constante de 2 rad/s. Halle el valor de la 
aceleración del punto. 


A) 20m/s? B) 10m/s? C) 1 m/s 


D) 5 m/s? E) 15 m/s? 
A ] 40. 
35. Calcule el límite de la función: 
incosx 
IM —————— 
x>0 Incos3x 
1 
A) 4 B O 5 
9 
1 
D) 2 E) 1 
41. 
36. Calcule el límite: 
 In(x?-8) 
lim == 
133 2x* -5x-3 
1 6 
D) 2 E) 1 
37. Calcule el límite: lim Cra ia 
*x> XxX 
A B) a? o)? 
2 a 
2 
a 
D) -= E 
) 2 Ja 
38. Calcule el límite: tim 10907% 
20. tgx 43. 
1 
A) 3 B) 1 C) tanx 
D) E) al 
E 2 


Derivadas 
Calcule el límite 
intanx 
x>E cot2x 
4 
A) -1 B) 1 00 
D) tanx E) cot2x 
Calcule el límite: 
| 
lim 
xa! inx 
A 0 B) 1 O) -1 
1 
D) E) Inx 
Calcule el límite: 
hi 5x —x-2x 
x>1 3 e 1 
1 
A) "| B) 1 00 
15 
Di E) Vx 
Calcule el límite 
. Xx—Ssenx 
lim === 
x>0 tanx-x 
1 
AO B) x (0) 5 
1 
D) senx E) a 
Calcule el límite: 
lim (x+DInd+)-x 
x>0 e*-x-1 
A) 1 B e Ox o 
D) -1 E) (x+1) 
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44. Calcule el límite: 49. Calcule el límite: 
msecEcaa lim VOD 
x30 x“arcsenx x>1 
A) 1 810 o 4 A) e B) x O 1 
2 3 D) -1 E) 0 
D) 1 E x 


50. Calcule el límite: 


45. Calcule el límite Vx 


lim (3x2? +3*) 
Inx pH 


x>+0 Insenx 


A) 1 B) 3 O) 2 
A) 1 B) sen x O x 1 
D) x E) 
DJ O E) -1 2 
46. Calcule el límite 51. Calcule el límite: 
de Insenx lim (1/19%”* 
x>,0 cotx 0 
1 1 
A) -1 B) 0 (0) 3 A) -1 B) E O 1 
D) 1 E) x D) x E) senx 
47. Calcule el límite 52. Halle la mayor área del rectángulo inseritc 
e en un círculo de radio R. 
lim x"e”* 
. A) R? B) 4R C) R 
n es impar. 
1 a 
D) ¿R* E) 2R? 
A) e B) 1 Ox 2 
D) 0 E) 53. Halle en la hipérbola: 
48. Calcule el límite: e -y?=1 
2 
Pad (+ -Dinx el punto más próximo al punto (3; 0) 
n es un número par 
MD) B) (51) 
A) 1 B) xx O) Inx O (112) 
D) -1 E) 0 D ED E G6;0) 
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[—_——_—_  _ _ _u—_ e _—____ A a e EI, 


54. Halle los ángulos agudos del triángulo 
rectángulo que tiene el área máxima entre 
todos los triángulos, en los que la suma de 
las les aingiaaads ue rudo le 103 TVareros y 1a 


55. 


56. 


57. 


hipotenusa es constante. 


A) E B) 5 
T Tr 

035 

D) 1 sp 


Halle la longitud mínima del segmento que 
divide el triángulo equilátero de lado a en 
dos figuras de áreas iguales. 


A) v2 B)a 0) 1 
a 
D) 1 E) 0 


Calcule el área máxima del trapecio inscrito 
en un semicírculo de radio R, de forma que 
la base inferior del trapecio sea el diámetro 
del semicírculo. 


A) R?4V27/4 B) R? 
O) RY2 
D) Y2 'BD1 


Una hoja de cartón tiene la forma de un 
rectángulo con lados a y b. Cortando por sus 
ángulos cuadrados y doblando las partes 
sobresalientes de la figura cruciforme, 
obtenemos una caja abierta por arriba, cuya 
altura es igual al lado del cuadrado. ¿Cuál 
debe ser el lado del cuadrado para que el 
volumen de la caja sea el máximo? 


Derivadas 


A) (a+b-Va?-ab+b?) 
6 


BY (a+hb) -, 
CO) va-b 
D a 
E) b 
58. Con tres tablas de igual anchura hay que 


59. 


60. 


ensamblar un canalón. ¿Con qué ángulo de 
inclinacion de las paredes laterales, el área 
de la sección transversal del canalón será 
la máxima? 


A) rn B) 5 
a 

0) ps 
T 

D) 3 E) 2x 


Hallar la altura de un prisma triangular 
regular del volumen máximo, inscrito en 
una esfera de radio R. 


A) B) 2R C)R 


D) 


S7 SS 


R 
> 


Hallar el volumen máximo de un cilindro, 
cuya área total es igual a S. 


3/2 

A) E B) x 
sa 

O 6/61) 

D) 5S E) 183? 
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61. 


62. 


63. 


64. 


65. 
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Calculen el volumen máximo de un cilindro, 
cuyo perímetro en la sección axial es igual 
a eq 


3 


ra? z : 

TT 33 a 
a 

D 316 E) 1 


Una lata de conservas tiene forma cilíndrica. 
Hallen las más ventajosas dimensiones de 
la lata, es decir, determinen la razón entre 
el diámetro de la base y la altura del cilindro 
con la que tenga el volumen máximo con 
la superficie total prefijada. 


A) 0 
D) 2 


B) 3 O 1 


E) -1 
Determinar la razón entre el radio de la base 


y la altura de un cilindro que, con el volumen 
dado, tenga la superficie total mínima. 


B) 3 
E) 1 


Hallar la altura del cono de volumen 
máximo, inscrito en una esfera de radio R. 


R 4R 

A) 3 B) R (0) Pa 
R 

D) 4R E) 3 


Hallar el volumen máximo de un cono con 
la generatriz [ dada. 


66. 


67. 


68. 


A) amp 3 B) 21 
27 

O) 2143 

Dx E) 243 


Una piedra ha sido lanzada a velocidad 
inicial prefijada bajo el ángulo a: respecto 
al horizonte, Despreciando la resistencia del 
aire, determinen con qué a la distancia de 
vuelo de la piedra será la máxima. 


A) B) a 


D) 


nia 


Hacia un río cuya anchura es iguala o. , bajo 
ángulo recto, se ha construido un canal de 
anchura b. Halle la longitud máxima del 
tronco que puede pasar del río al indicado 
canal. 


3/2 


A) (a? 4p?/3) B) (a+b) 
C) (ab) 
D) (a+b)* E) (a-by” 


Un recipiente con pared vertical de altura h 
se encuentra sobre un plano horizontal. De 
un orificio, en la pared del recipiente, fluye 
un chorro que será el máximo si la velocidad 


del líquido que fluye es igual y2gx , donde 


x es la profundidad del orificio (ley de 
Torricelli). 


Halle po 
a 
h h 
A) 3 B) h C) 2 
h 
D 1 E) E 


CAPÍTULO VI! 


Derivadas 


69. 


70. 


71. 


72. 


Una carga que yace sobre el plano 
horizontal P ha de desplazarse con una 
fuerza por el plano P, con qué valor de la 
fuerza será el mínimo si el coeficiente de 
rozamiento de la carga es igual a k. 


A) tank B) arctank 
C) arck 
D) k E) cotk 


Un observador se encuentra frente a un 
cuadro colgado de una pared vertical. El 
borde inferior del cuadro está situado a una 
distancia a sobre el nivel de los ojos del 
observador; el borde superior, a una distancia 
b. ¿A qué distancia de la pared debe hallarse 
el observador para que el ángulo bajo, el que 
ve el cuadro, sea el máximo? 


A) Vab B) ab 
D) Ya+b E) 


Si el volumen de una esfera es de 9721. 
Calcular cuanto más deberá aumentar su 
radio para que el área de la nueva esfera 


sea de 5761 (utilizando derivadas). 


A) 1 B) 3 C) 5 
D) 2 E) 0 
En la figura: 


Ac 


¡Dg 


Se tiene un helicóptero volando una altura 
h y dos personas lo ven con ángulos de 


73. 


74. 


elevación a y B. Calcular la distancia 


entre ellos si la pendiente Q:= y, pendiente 


B=y, 

A) M(y+y,) 8) 90%2-Y) 
yy 

A) y 

D) h(y + y2) E) h(a+B) 


En la figura las olas golpean el dique 
siguiendo la siguiente ecuación: 


m?x2-(2m+n-1)x+1 = y ; (x; y) es un 


punto interior del dique. 


Calcular el punto en la superficie de la pared 
en la dirección vertical del punto en el cual 


+1 
el dique es más afectado si E =2m 


A) (1,2) B) El, 2) 0) (1, -2) 
D 1 E) (1,1) 
Calcule: 


lim (x+e* +02)” 


+0 


A) 1 
De 


B) 0 C) +0 


E) e? 


451 


Lumbreras Editores 


Álgebra 


73. 


76. 


TÍ. 


78. 


452 


Halle: 


nx)" 
JE qn? m, 


neZ' 


A) 1 B) +0 OD) 0 


n 


D) 5 E) Inm 


Calcular: 79. 


lim (l(+senx)'* 
x0 


B) e 


D) e” 


Calcular 
ales 
. (sena-senx jsenx 
Lim | 2-22 
x>0| sena +senx 


a 80. 


A) e sena O) e 


E) -1 


B) e 
D) pgoena 


Si un punto de una elipse inscrita en un 
semicírculo, está sobre el diámetro y tiene 
otros dos vértices sobre la 
semicircunferencia en posición simétrica, 
hallar el área máxima de la elipse, sabiendo 
que el radio del semicírculo es R. 


2 
A) me B) nr? 
2 
2 
e) R?243 
4 
TR? TR? 
D — peentdó 
) Y2 E) 3 


Determinar los puntos de coordenadas 
enteras sobre la curva: 


Y + yoyo =A 


y =f(0 presenta tangente vertical. 


A (;- 
B (1D 
O ED 


D (;-0;€4D 
E (110;€1D 


Calcular: 


lim + ax +91+Bx—2 


x>0 XxX 


CAPÍTULO 


IX Sucesiones y series 


Agustin Louis Cauchy 


Nació el 21 de agosto de 1789 en París, Francia. 
Falleció el 23 de mayo en Sceaux (cerca de 
París). Agustín Louis Cauchy, pionero en el 
análisis y la teoría de permutación de grupos, 
también investigó la convergencia y la 
divergencia de las series infinitas, ecuaciones 
diferenciales, determinantes, probabilidad y 
física matemática. Trabajó como ingeniero 
militar, y en 1810, llegó a Cherbourg a trabajar 
junto a Napoleón en la invasión a Inglaterra. En 
1813 retornó a París y luego fue persuadido por 
Laplace y Lagrange para convertirse en un 
devoto de las matemáticas. Ocupó diversos 
puestos en la Facultad de Ciencias de París, el 
Colegio de Francia y la Escuela Politécnica. En 
1814 publicó la memoria de la integral definida 
que llegó a ser la base de la teoría de las 
funciones complejas. 


Gracias a Cauchy, el análisis infinitesimal 
adquiere bases sólidas. 


y 
| > 11 1.1.1 1 | 
| 2 (5)+= E | 
| es divergente | 
| : 

7 


»aAcdAoman 


La serie de Fibonacci 


Una función serie es llamada serie de Fibonacci Los dos primeros términos de la serie de 
Fibonacci son 1 y 1; después, cada término sucesivo se encuentra sumando los dos términos anteriores. 
De esta manera, los primeros doce términos de la serie de Fibonacci son: 

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 

La serie de Fibonacci ocurre aleuna vez en la naturaleza. Por ejemplo, el árbol familiar de una abeja 
macho puede formar una serie de Fibonacci. Una abeja macho, o zángano, es una cría de un huevo no fértil 
puesto por su madre. De esta manera, tiene madre pero no padre. Una abeja hembra es cría de un huevo 
fertilizado. Varas generaciones del árbol familiar de la abeja macho serían como las mostradas en la figura 1. 

? 13 Los números de Fibonacci ocurren en 

la razón del Modular ideado por Le 

Corbusier para adaptar la escala 

arquitectónica a las dimensiones 

humanas. Tomando la altura de un 

hombre como 1,829, lo divide en dos 

secciones partiendo del ombligo, con 

una razón 5:8 aproximadamente la 

“razón de oro” (1,618...) como en el 

arte clásico griego, etc. En la 

naturaleza, los números de Fibonacci 

se presentan en el número de espirales 

O Hembra de las piñas de los pinos, en los pétalos 

de ciertas flores, y en los arreglos de 
las hojas sobre las ramas. 


Figura 1 O Macho 


Mes El problema de los conejos Hot 


Leonardo de Pisa (Fibonacci) propuso este original problema en 1202: ¿Cuál es el número de 
parejas de conejos al principar cada mes, si una sola pareja de conejos recién nacidos es puesta en un 
corral a principios de Enero, y si cada pareja engendra una nueva pareja al principio del segundo mes 
siguiente al nacimiento y una pareja adicional al principio de cada mes siguiente? La tabla da los 


rimeros siete números de Fibonacci. Es a 4 ' Le A ¿ 
P Os ¡Siete bo Fuente: Charles D. Miller “Introducción al pensamiento matemático”. 


Sucesiones y 
series 


OBJETIVOS 3 
» Determinar la convergencia o divergencia. 


» Saber aplicar los criterios de convergencia en las series y sucesiones. 
+ Formar sucesiones, cuyos elementos sean funciones. 


INTRODUCCIÓN 

En este capítulo estudiaremos a las sucesiones, particularmente a las sucesiones convergentes, 
cuyo concepto intuitivo involucra dos ideas tan sugestivas como difíciles de cuantificar: el infinito y su 
expresión como aproximación progresiva a un objeto al que nunca se logra alcanzar. 

La definición del límite, es la más importante del análisis porque tiene la virtud de reducir esas dos 
categorías de por sí, puramente idealistas, a términos verdaderamente matemáticos. 

Seguidamente veremos las series sobre todo aquéllos de términos positivos. Uno de los problemas 
que más preocupó a los matemáticos a lo largo de la historia fue tratar de extender a infinitos sumandos 
el concepto de suma finita. La cuestión provocó, entre otras, la llamada “paradoja del corredor” postulada 
por Zenón de Elea y que, básicamente, consistía en afirmar que un corredor no puede alcanzar jamás 
la meta, pues cuando haya cubierto la mitad de la distancia que le separaba de ella, aún habrá de 
superar un camino equivalente al ya recorrido, y así sucesivamente. Es decir, alcanzar la meta significaba 


dd d d 
que, mediando hasta ella un distancia d, la secuencia infinita 74 816" pr podría sumarse 


(con igual suma d), lo cual Zenón consideraba, erróneamente y a priori, imposible. 
Lo cierto es que, como en el caso de la paradoja, hay sumas infinitas que si pueden sumarse. Otras 
veces no es posible, Pero incluso en el primer caso, en muchas ocasiones será difícil calcular la suma. 


Normalmente debemos contentarnos con saber si ésta existe, para lo cual hay diversos criterios, cuya 
exposición es el principal objeto de este capítulo, 
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[ SUCESIÓN | 


SUCESIÓN DE NÚMEROS REALES 


DEFINICIÓN 
Se denomina sucesión de números reales a 
toda función definida sobre el conjunto de los 
números naturales y que toma valores en R . 
Dicho de otra manera, una sucesión es una 
función cuyo dominio es N y cuyo rango es un 
subconjunto de R . 


Notación: 
Una sucesión a: N >R es denotada por (a,) o 
también por (a,) 

Utilicemos el diagrama de Venn para apreciar esta 
función. 


Haciendo explícita la ley de formación de los 
términos tenemos: 
(a,): Ay, dy, Az; -.-, Apo «0 
de donde: 
A1=A(1) es el término general de la sucesión 


Ejemplos: 
e (A) ARE 


OPERACIONES CON SUCESIONES 


2 A 
EE 


* Sia, =2"” 
(22, 
también podemos escribirlo así: 
ES IO EE Eo) 
+ Podemos definir la sucesión utilizando una 
fórmula recursiva, veamos el siguiente 
ejemplo. 


(a, =1 
(8, =3p+n 


La sucesión es: 

a¡=1 

a,=a,+2=1+2=3 
a¿=a,+3=1+2+3=6 
a¿=a3+4=1+2+3+4=10 


n(n+D 


a, =9,+n=1+2+3+4+...+n= 2 


Por lo tanto: (a, ): 1,3, 6, 10, ... 


IGUALDAD DE SUCESIONES 
Sean SS ) y (b, ) dos sucesiones: 


((a,)= (b,) = a, =D, VneN| 


Sean las sucesiones (a,), (b,) y (c,) 


ADICIÓN Y SUSTRACCIÓN 


(e, y a, ,)£(0,)= (2, +b 0) Pe 


a2,3Db, YneN!' 


a 


cb oe ht tao É 
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MULTIPLICACIÓN 


[(c,)= (a, (b,)= (aba) > Sa = ab, , VNEN] 


MULTIPLICACIÓN POR UN ESCALAR 


Pina A A Ame 


¡(0n)= k(a,)= (ka,) e» c ka, VneN, keR| 


CAPÍTULO 1X 


4. DIVISIÓN 


6 0)= col apa da) nde 0,90, YneN 


Ejemplo 1 


Sean las sucesiones (a, )= (n?) y (b,) a) 


Hallemos (a, +b,) 


Resolución: 
CN e de EEN 


1.1.1.1 1 
bai 
2345 n+1 
1 1 1 2 1 
+b 1+2:44+:9+>3.Nó+ 
(a, +b,) + +3 + n 1 
Es decir, 
3.1337. n+n+1 
an +D di: 25 
(2n +Dn) 2 4 n+1 
término 
general 


TIPOS DE SUCESIONES 


Sucesiones y series 


Ejemplo 2 
Decir cuáles son los términos de la sucesión 
(e,,)=5(a,)-(b,)(c,)+(d,) y halle ey donde: 


(a,,): (as) 
(b.,1): (S-b,),b, =1 
(c,): (2) 

(d,): (m) 


Rod: 


(aj a co goT 


(b,): 14%... 
(c;):2, 225. 
(d,): 1,2;3;... 
6 
e 
) 5 
Además, €200=54200—D200C200+ 200 


entonces (e, 


= 78 | -(4)(2) +200 =192 


1. SUCESIONES MONÓTONAS 


Si la sucesión (a,) es monótona, entonces ésta puede ser: 


a. Creciente 
a¡<a¿<azg<...<a < ap. <.- 
es decir si: a 
[<A na VneN | 


Ejemplo: - 
(a, ): 2,4,6,8, 10 


b. Decreciente 
a¡>2,>2a3>...>An > Ana > 
es decir Si;,.......cmamano mmm a 


(a> 


c. No Creciente 


a¡>a,2a3>24¿..24,24p.2- 
es decir si; Er 
Í; 3 
az an Vne N; 
A e a eras 
Ejemplo: 


(a, ): 3,2, 2, 1, 0, 0, 0,1, -3,-3, ... 


d. No Decreciente 
a¡Sa¿SazSay.. 
es decir si: 


rt 1 rc 


Lan Sana VneN) 


Ejemplo: 
(a, ): 2, 4, 4, 6,7, 8, 8, 8, 10, ... 
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Aa 


Si a,=a,-¡ VneN entonces se llama 
sucesiónconstante. 


33 


Ejemplo: (a,): 3; 


Ejemplo: 
Las aproximaciones decimales sucesivas por 
defecto de la /2 forman una sucesión monótona 


creciente; y las aproximaciones por exceso, una 
sucesión monótona decreciente. 


2. SUCESIONES 
ACOTADAS 


ACOTADAS Y NO 


a. Sucesiones acotadas superiormente 
Se dice que una sucesión (a,) es acotada 
superiormente, cuando existe un número k, 
llamado cota superior de la sucesión, tal que 
a,<k, para todo n. 
(Todos los términos de la sucesión son 
menores a k) 
reia 


(3keR/a, de VneN] 


Ejemplo: 

Si piensas en la sucesión de las áreas de los 
polígonos regulares inscritos en una 
circunferencia, cuando el número de lados 
se aumenta indefinidamente, advertirás 
claramente que dichas áreas son todas 
menores que el área del círculo, en este caso 
la sucesión está acotada superiormente. 


b. Sucesiones acotadas inferiormente 
Se dice que una sucesión (a,) es acotada 
inferiormente, cuando existe un número M, 
llamado cota inferior de la sucesión, tal que 
a,>M, para todo n. (todos los términos de la 
sucesión son mayores que M). 
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Ejemplo: 

La sucesión de las áreas de los polígonos 
regulares circunscritos en una circunferencia, 
cuando el número de lados se aumenta 
indefinidamente, sus términos son mayores 
que el área del círculo correspondiente; en 
este caso se dice que la sucesión está acotada 
inferiormente. 


Sucesión acotada 

Una sucesión es acotada cuando lo es 
superiormente e inferiormente, es decir 
cuando admite una cota inferior M, y una cota 
superior K. 


Se cumplirá por tanto: M<a, <K, para todo n. 


Ejemplo: 


Vol. 1 
Sl. 
entonces, (a, ) oa 


podemos decir que O<a, <2 WnelN 


. (a, ) es acotada 


Dicho de otra manera: 

Si el valor absoluto del n-ésimo término de 
la sucesión (a,) es menor que algún número 
positivo N. 


ger 


Simbólicamente: E N/la, |< N v ne z' al 


En el ejemplo anterior: 


1 
A 
se cumple la, |<2 WneZ* 
es decir -2<a,<2 VneZ* 


., (a, ) es acotada. 


CAPÍTULO IX 


d. Sucesión no acotada o sucesión infinita 


Es aquella sucesión que no posee cota 
superior, cota inferior o carece de ambas. 


Ejemplo: 
Las siguientes sucesiones son no acotadas: 
«  (a,)=(0) 
(a): 1, 2? 3% 4?; .. 
Esta sucesión no está acotada 
superiormente, pues dado un número k, 
por grande que sea, para que se tenga 
n?>k, bastará que n > /k 


« (b =1(GEm)) 
lb): —1; -8;-27; ... 
Esta sucesión no está acotada 
inferiormente, pues dado un número M, 
por pequeño que sea, para que —nó<M, 
bastará tomar n>—M. 


Una sucesión se dice queesalternante 
uoscilantesiysólosi a, .a,,¡<0 VnreN 


Ejemplo: 
Si a =D" 
(an): -1,1,-1,1,-1,... 
Estas sucesionesnosonmonótonas. 


Ejercicio 

Clasificar las siguientes sucesiones: 
1. a,,¡=3a,, a¡=5 

2. (a,)=(parte entera de /n) 


3. a,+¡=3-a,; ay=1 


Sucesiones y series 


Resolución: 
L An+17Ap= 3a,—An 
= 2a,>0, ya que todos sus 
términos son positivos. 
Entonces, a, ¡-a, >0 
a >a, VneN 
/. esta sucesión es creciente. 


n+1 


2. Esta sucesión es no decreciente puesto 
que a,, 22, WneN lo cual se puede 
notar en la lista de sus términos. 

(a): 1;1;1,2;2;2;... 


3. Esta sucesión no es monótona, puesto 
que sus términos son: 
(a,): 152; 1;2;1;2;... 


n-1 n 
4, An+17 An -(5) -[3) Fa 
2 2 


> a, -a,<0 


An: <A, VNEN 
.-. esta sucesión es decreciente. 


Algunas veces podemos definir una [ 
sucesión considerando como dominio el 
conjunto de los números naturales 
incluido el cero, lo cual no genera ningún | 


problema matemático. 

1 
SN 382 goja 
a +1 


Ejemplo: 


Sp=1 
1 1,1 


t O 
entonces (S,) +3 +54 


Se dice que (a,) es una subsucesión de (b,) si (a,) es una sucesión que se obtiene tomando un 
número infinito de términos de la sucesión (b,,) en el mismo orden que aparecen en (b,,). 
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Ejemplo: 


Obtener dos subsucesiones de (a, ) sabiendo que 
n 


a z 2 
su término general está dado por a, = Ai 
n! 


Resolución: 
A 
(a,): UTN TIO 


GRÁFICA DE UNA SUCESIÓN 


La gráfica de una sucesión puede darse en el 
plano cartesiano, donde a cada par (n; a,) le 
corresponde un punto en el plano, un conjunto 
de puntos es la imagen geométrica de una sucesión. 


Ejemplo: 
n! 
Graficar la sucesión (a,) donde a, = en 
11 21 31 4! 
Al desarrollar (a): que 


simplificando se tiene: 
113.315 45 


Se tiene (a,): EVA 


LÍMITE DE UNA SUCESIÓN 
Si los términos de una sucesión (a,) se 


aproximan a un número L, se dice que la sucesión 


tiende al límite L, y se denota: lim a, =L (o 
N>0o00 


a, >L cuando n >+. ), 


Ahora definámoslo formalmente: Se dice que 
L es el límite de la sucesión (a,) cuando para todo 
número real £>0; dado arbitrariamente 
pequeño, se puede obtener Ne N tal que todos 
los términos a, con índice n>N cumplen la 


condición |a, —L|<8”. 


Simbólicamente: 


lim=L-=-VE>0 3NEN; n>N > Ja, -L|< 


dal 
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Dos subsucesiones son: 


93 29 yn) 
AE 
ba): 3353 > Dr 
E 
no 2rqrgr” "  (2n)! 


Una subsucesión es también 


EZ una sucesión. 


Se puede observar que esta sucesión es no 
decreciente y no está acotada superiormente. 


Esta importante definición significa que, para 
valores muy grandes de n, los términos a, 
permanecen tan próximos a L cuanto se desee. 


Recordar que |a, -L|<8 


-E<a, -L<ege 
L-E<a, <e+L 
Gráficamente: 
an 
. 
L+Ee ].---- A A 
O e. EE 


5) 
; 
' 

o: 
' 

3 


CAPÍTULO 1X 


Sucesiones y series 


CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA DE UNA SUCESIÓN 


Una sucesión que posee límite real se llama 
convergente, en caso contrario se lama 
divergente. 


Ejemplo: 

Consideremos las sucesiones (a,,), (b,) y (c,) 
pe , NE lim — 

+ a=Y2 => lima, =lim 2? =2"""=] 


n> Nn>: 
entonces (a, ) converge a 1. 


n! ; 
. ba a > lim b, =00 
2 Nn>> 


entonces (b,) diverge a +00 
e C0=1CD=>lmc,=2 Ó limc,=0 
no N-30 


(n par) (n impar) 

entonces (c,) no es convergente. Esta 
sucesión es oscilante, a este tipo de sucesión 
también lo consideraremos como divergente. 


Ejercicio: 

Consideremos un cuadrado de lado igual a la 
unidad, que representamos por c,. Si se unen los 
puntos medios de sus lados (por segmentos 
rectilíneos) se obtiene otro cuadrado, c,; uniendo 
los puntos medios de los lados de c, se obtiene 
otro cuadrado, Cz; y continuando así 
indefinidamente, uniendo cada vez los puntos 
medios de los lados del último cuadrado 
obtenido, se llega a una sucesión de cuadrados. 

Ci» Co, Ugo go 0.0) Ops + 


Representemos las áreas de estos cuadrados por 
Si, Sa, S, ... 


, Sn; - respectivamente. 

En primer lugar cal- 
culamos la expresión 
del área S,,. 


S,=1 
pr 
2 


09] 


y= 


Luego, la sucesión de áreas es la siguiente: 


entonces S,= grat 


Todo el mundo comprende, por intuición, que el 
área S, puede llegar a ser tan pequeña como 
queramos, tomando n suficientemente grande, 
pero esto debe ser demostrado matemá- 
ticamente, es decir, debemos probar que dado 
£ > 0 cualquiera, se puede encontrar un término 
de (S,) tal que él y todos los siguientes sean 


menores en módulo que € (es decir, S, —>0 
cuando n > eo ), 


En efecto: 
ol 
para que gai -0 | <€ 
1 
entonces a <t8 
Dn 
lo que es lo mismo  2”!> - 


Tomando logaritmos: 


(n- Dlog2 > lo3[3) 


Despejando: n>1-log, € 
Conclusión: 
lim =0, pues dado un E£>0 cualquiera 


en on-l 
¡1 


ha]<e para todo n>1-logg 


. la sucesión (S,) converge a cero. 
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. "TEOREMAS . 

Unidades del límite: Una sucesión no 
puede converger en dos límites 
diferentes. 

Si la sucesión (a,) converge en xeR, 
entonces toda subsucesión de (a,) 
converge conx. 

Toda sucesión convergente es acotada 
(en sentido inverso, no necesariamente 


se cumple). 
Toda sucesión monótona y acotada 
es convergente. 


Corolario (De Bolzano Weierstrass) 
Toda sucesión acotada de números reales 
posee una subsucesión convergente. 


Toda sucesión monótona y no 
acotada es divergente, diverge a +00 


O ox, 


Demostremos algunos de estos teoremas: 


l. 
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Supongamos que (a,) tuviese dos límites 
distintos: a, Be R 


E e e Ey 
—_A<A> AMAN ÁS 
A Pe P Pre 


Elijamos un £ > 0, menor que la mitad de la 
longitud del segmento af . Si rodeamos los 
puntos a y B de sendos entornos de 
semiamplitud €, dichos entornos serán 
disjuntos (no se intersectarán). Ahora si (a,) 
tiene por límite a. ,todos sus términos a partir 
de uno, que representaremos por aj, 
pertenecerán al entorno de a; 
análogamente, si f fuese también límite de 
(a,), todos los términos de (a,), a partir de 
uno, que representaremos por ay 
pertenecerán al entorno de Bf. Si 
consideramos los términos de (a,) siguiente 
a a, (ax,¡) y a ay(an, ¡) dichos términos 
tendrían que pertenecer simultáneamente al 
entorno de a y al de f, lo cual es absurdo, 


Álgebra 


ya que, en virtud del postulado de Dedekind, 
cada término de (a, ) (número real) sólo tiene 
un punto correspondiente sobre la recta. 


Debemos demostrar que 

3AkeR/la, |<k; VneN. 
Supongamos que (a, ) es convergente y sea L 
su límite, es decir: 


lima, =L + VE>0,3N>0/n>N 


n— 0 
=> la, -L|<g 
IES 
9) 


Veamos: a, = aj-L+L 
la, |=1a,-L+Ll, 


aplicando la desigualdad triangular. 
[ap] < la,-L]+1L] 


Por(*)  la,|<e+|L| VneN 


Esto quiere decir que todos los términos de 
(a,) están acotados por € +|L|, es decir: 


a, d,, dz, ..., están acotadas por € +|L] 


Así: k=max=(Ja,|,|az|,]azl,..., € +L,)) 
Ja, ]sk VneN 


Si O<r<l =limm=0 
hn—>0 


=> lim Tr = oo 
no 


Si r>l 


Ejercicio: 
Demostrar que la sucesión (a,), con a, =r”, es 
convergente, a, <l. 


Probemos que es acotada: 
Como 0<r<1 entonces existe un b>1 tal que 


1 1 
r=—<l, yentonces r”=—<1 VneN 
dd pr 


 |rP<l VneN 


CAPÍTULO IX 


1 


s 


Probemos que es monótona decreciente. 


n 
_n+t_n_T(r-D<O0 
E —= do 
An+1 An 


+. (a, ) es decreciente 


Esto quiere decir que, como (a, ) es acotada 
y monótona, es una sucesión convergente por 
teorema (4.) 


Ejemplos: 


1 
La sucesión (a,)= (5 es acotada y 
monótona, luego por teorema converge. 


La sucesión (b,)=(2"') es monótona 
creciente, pero no es acotada; por lo tanto 
diverge. 

La sucesión [c, )= (0 es acotada, pero 
no es monótona, esta sucesión no converge. 


Si lima, =aylimb,=b;a, be R entonces: 


kim (a, +b,) =a+b 
lim (a,b,) = ab 
no. 


lim (ka, ) = ka; k=cte. 


Ne 


Demostración: 


1. 


Dado cualquier e > 0, existen n,, n, € N 


€ 
tales que n>n, = la -a|<->3 


€ 
y mm > [bybl<> 


Sucesiones y series 


Sea n¿=max(n;, n,), entonces n>ny => n>n, 
y n>n, 


Luego, 
lla, +b,,)-(a+b)|=[(a, -a)+(b, -b) 
S la, —a|+|b, —b] 


e € 
<-=+>2<€ 
2 


2 


lim (a, +b,)=a+b 


' > 


Por lo tanto 


Ejemplo: 


col 


Si lima, =5, lim b, =-4, lim c, = 
n>o» n>. 


noo 


Halle el valor al cual converge 


dE 5a, +3a,b,, 
¿ 4c, 
Resolución: 
fimd, = lim 5Ap +30pDr 
n>+ n>o de 


n 


Aplicando los teoremas 


5lima, +3lima, limb, 


n>. Re Mm 


4limc, 


ES 


Reemplazando 


_5(5)+3(5)9) __105 


q. 
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SUCESIONES. DIVERGENTES - 


Son aquellas sucesiones cuyo límite de su término n-ésimo es infinito positivo o negativo. 


Se debe enfatizar que +0 y —ce nO son Números. 


Si lim a, = +0= y (b,) es acotada, entonces lim (a, +b,)=+>00 
No n—ow 


Si lim a,=++e>e yexiste c>0 talqueb, >c VneN, entonces lim (a,b,)=+>0 
N-300 Nn—>o0 


Si a,>c>0,b,>0 WneN y limb,=0, entonces lim 2 =+00 
fñ>> ln 


An 


Si (ap) está acotada y limb,=+e3 entonces lim ÓN 


CÁLCULO:DE LÍMITES INDETERMINADOS 


CASOS DE INDETERMINACIÓN 

Sean (a,) y (b,) dos sucesiones, las 
indeterminaciones pueden presentarse en las 
siguientes formas: 


y Representación 
2, sia, >0 y b, 20 
b, 
Dn = 
a,b, si Rd Ed NE a 
AnD» si Y ÑO 
a 


abs, sia, >0 y b,>0 
1.  Comoa, y b, son funciones cuyo dominio es 


N, el cálculo de sus límites también tienen 


sentido para los valores reales de n (no 
naturales), entonces en algunos casos de 


ps 
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n 


oo 


. A 0, 
indeterminación como 0 Ó — podemos 
oo 


utilizar la regla de L'Hospital. 


Ejemplo: 


L,n 
Si a= 7 
ph 
2 


lim a, = lim = 


n>» n>a» 


Por LHospital 


An 
Límite de una expresión racional, b.> 
n 


Pp p-1 
a an" +an” +..+ta, 


n= só 
supongamos que y, —bpni+bnt +..+b, 


con ay+0,b,%0,p,q eN 


So sip=q 
a bo 
lim == ñ 
n>=b, |0 ,sip<q 
e, si p>q 


CAPÍTULO 1X Sucesiones y series 


Ejemplo: 


1] 
Calcule los siguientes límites: * limYi+n=lim(i+n)" =o* 


n>e n>>- 


No podemos aplicar el método anterior, 


cda 7 7+2n44 _7 pero 
"e 3046 3 1 
Puesto que el numerador y denominador lim( +n)” = mE (: + y | 
son del mismo grado, entonces se 
dividen los coeficientes principales. 1 ] i " 
- =| lim n” | lim (1) 
í li po + 2 ¿= n>.o N-—>00 ñn 
ase n+nó+n"+n , 
Ya que el denominador es de mayor ( mr) ; 1] 
grado que el numerador. El límite es cero. se lim [( 0 =] | 
Por L'Hospital 
3. Límite de expresiones exponenciales: a ; 
Teniendo.en cuenta que: ( lim a ] 19 
a =lerorr (tm(1+) ] 
lim (13) =e =2,718281... 
LS E lim E 
py = (e fa) 
y que lim (1-7) =e*, podemos resolver 
a =e.e*=1 


los límites de la forma 1”. 
4, El cálculo de límites se simplifica si se tiene 


En general, los límites de la forma 1” , pueden 
resolverse, también, teniendo en cuenta que 
su valor es: 


en cuenta las siguientes equivalencias (son 
expresiones equivalentes, aquellas cuyas 
relaciones por cociente tienden a 1). 


ras 


E Expresión 


lim (an —1)b,, 
nc 


: b 
lim a," =e€ 


No 


ne” /2m, si ne 
(fórmula de Stirling) 


sen(a, )<>a, <>arcsen a, arc tg a, 
a, 
2 


n 
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Los límites de la forma exponencial, se 
resuelven, en general, tomando logaritmos 
neperianos: 
L= lim a,” = In(L)= lim In(a,») 
n>. 


n>. 


Ejemplos: 


2 
! 2 n+ Ñ 
lim| 145 =1 
nen +3 

j 2 
Ñ el . a 


tim 2012) 
n>- 943 


=6 =e?=1 


Lumbreras Editores 


La sustitución de un infinito o infinitésimo 


por una expresión equivalente es sólo 
correcta cuando aquél aparece 
exclusivamente, como factor o divisor. 


Ejemplo: 
Calcular: 


(ni +2n? +n+5)sen(n? + n+ 2) 


[1=cos;, enn) 
n 


1. lim 


n—.o 


(nn? +n+2) 
dia 03 


sl 2(n Mn?) _ 
= lim === 


n>0 n 


2 


CRITERIO DEL EMPAREDADO O PRINCIPIO DE ENCAJE DE CANTOR. > 


Sean (a,), (b,,) y (c,) sucesiones de números 

reales tal que lima, =limc, =L y a, <b, <C, 
n= o n > 

para todo número natural n suficientemente 


grande, entonces la sucesión (b,,) tiene límite que 
coincide con las otras dos sucesiones, es decir, 
limb, =L 


N-00 


Demostración 
De la hipótesis: 


lima, =L 
Nn>0 


>lfa, -L|<et=L-E<a,<L+€ Vn>n, 
lim c, =L 
N—>0 
=> |c, -L[<€ = L-E<c,<L+€ Vn>n, 
Luego, Y n>max(n,, nz) se cumplirá 
L-€<a, £b, £C, <L+€ 
es decir a-€<b, <L+€ 


-E€<b, -L<E€ 
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Álgebra 


Sike N y se cumple 


* n<<a <<ni<<n" 


El símbolo "<<" quiere decir " es una 
fracción muy pequeña de" o "es 
insignificante en comparación con". 


* limn"=lima"=limn! =limn"=*> 
N-w N - N-w 


ES 
. lim—— 
n-»- 


% nomá Y: $. 


Por lo tanto, |b, -L|<E y así lim b, =L 


Ejemplo: 
Determinar lim Y2” +3" 
N=>0 
Resolución: 
Sabemos que 0<2"<3" 
3<2P+3"<2,3" 
lan 0/2" +3" <3v/2 
Hallemos , LA 
ene im — 
lim 3/2 =3 lim 27 =3.2%=" =3.2 =3 
n—>. n=>23%w 


Aplicando el criterio del emparedado: 
lim Y2” +3" =3 
Ejemplo: 


Calcular el valor al cual converge (a,) si a, ==." 


CAPÍTULO IX 


Resolución: 
Utilizando la desigualdad —1<senn<1 


_l ¿semn 1 
n n n 
— == 
an Cr 


TEOREMA DE LA MEDIA:ARITMÉTICA 


Sea (a,) una sucesión convergente. 


i 
p 


entonces lim 
erizo Da + 


Demostración 

De la hipótesis tenemos que (a,) converge a 
acR, es decir: 

lima, =a entonces a, =a+x,, ie N, reR 


N 300 


a tay+az+..+a, 


lim 
luego, id A 


Hd (a+r )+(a+r,)+..+(a+r,) 


N>%w n 


Nna+r ++... +E, [+ +..+r, 


= lim =a+ lim 
n>. n Now n 
A 
0 
=a+0=a 
Observación: 


tm Ll d+ 


N=3% 


=0 ya que r, +r,+...+r,, 


TEOREMA DE LA MEDIA GEOMÉTRICA 


Sea (a,) una sucesión convergente 


Sucesiones y series 


Como lima, = lime, =0 
Nn>o0 


N>3% 


Por lo tanto 


Ejercicio: 
1442483 +4 +..+Yn 
Calcular: tin ——_——_-—- 
N>0 n 
Resolución: 


Rápidamente nos podemos dar cuenta que 
podemos aplicar el teorema de la media 
aritmética para la sucesión (a, ) donde a, = Yn, 
a¡=1. 

Calculemos entonces el límite de su término 
enésimo. 


. . ” 
lim Yn = lime” = er- n 


N=>0 n>0o 


Por la regla de L'Hospital 


Por el teorema de la media aritmética. 


3 n 
ene 1442 +/3+...+Un _ 


n= n 


1 
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Demostración 


Ina, +Ina,+...+Ina, 


Inx = 
n 


Tomemos límites 


lim (n x) = lim 


n>o n—. 


(Peras M8] 
n 


Como lima, =a , entonces lim Ina, =Ina 


n>30o N>w 


Aplicando el teorema de la media aritmética en 
el segundo miembro: 


lim (nx) = lim (na, ) 


n> 


1. CRITERIO DE LA RAZÓN 


eonaer 


PE A 
lay Si r<f enfances la sucesión converge a cero. 


3 
b) Si: r==l entonces no.podemos afirmar si 
converge o diverge | 


ES Si 1>L entonces la sucesión diverge : 


E, 


257 
Seala vn (a) aqu ima 4 
| 
| 


Demostración: 
a) Sea lla sucesión (a,) de la hipótesis 


=r<l 


fa, +1 
lim¡2 
n>o an 


entonces 


3Ne NE 


Sea p cualquier entero positivo mayor que N, 
entonces: 


1 : 
<r siempre que n>N 


n 
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ARA DETERMINAR LA CONVERGENCIA O DIVERGENCIA DE UNA-SUCESIÓN 


Álgebra 


Ingresando el límite 


InClim x) = 


n>o 


InClim a, ) 


> limx=lima, 


n—>o n=>+0 


Por hipótesis: lim x=a 
n>oo 
:. lim p/a¡aya3...d, =a 
n>o 


Ejercicio: 


Calcular lim Yn! 
n>3w 


Resolución: 


lim Yn! = lim AOOr (mM) 


n— o 
Podemos aplicar el teorema de la media geométrica 


= lim Yn =1 


n>. 


|ap,11<rlap| 
la,,,)<rlap+,]<1ay| 
[ap |< Pla! 
es decir, 
Pla,]< ayy: < rla,| 
Sire<0,1>, lim r' =0. Portanto, aplicando 
¿> 00 


el teorema del emparedado. 


lim ap, ; =0,asi que lima, =0 
Nn>ow N—>»00 
Ejemplos: 
5 A 
+  Sia,=2 
a n+1 
lim ¡£2+1| = lim =2>1 
n>o» an n>ow 


.. la sucesión (a,) diverge. 


CAPÍTULO IX 


Si y 
. la,= >. 
n e” 
e 
An n+1 1 
lim ¡nt = lim|£ = lim ==<]l 
n>.| a, n>w| N n>*| ne e 
e 


*. la sucesión (a, ) converge en cero. 


2. CRITERIO DE STOLZ-CESARO 


A A A Cc 


| Sean (a,) y (b,) dos sucesiones tal que: 


A Or, 


É 
í 


' L (b,) es monótona y lima, =limb,=0 o 
; No Ao 


| IL (b,) es monótona y lim b, =+>, 


NI : 


| Leda 

| entonces lim 2 = lim 81:17 2n i 
mob Das Do | 
AS A A e 
Demostración: 


An+1 7 An 


Supongamos que lim =C. 


n>o - 
n+l n 


Como (b,,) es monótona, es suficiente probarlo 
cuando sea decreciente, es decir b,—b,,,¡>0 


Sea €>0. Por definición de límite, existe un 
número natural N tal que: 


8 a es vVn>N 

Do. Dr, 2 

2079 el<Z, vn>N 

Da Drs 
€ a 

o o vn>N 
2 2 


por ser b,—b,,,,>0, por hipótesis, tenemos: 


EJ D)5a, ar rc [e+ zo, Do,1), Vn>N 


relación que, tras aplicarse a n, n+1,...., m (con 
m>n>ny ) y sumar todas las expresiones 


obtenidas, da: 


(5 Jl>.=b Aa <0+5 Jo. -b.) 


Sucesiones y series 


y tomando límites en los tres miembros, respecto 


de m, para n fijo (con n2n,) y como 


lim a,, = limb,, =0 


n>+ N>0% 


(5). 8, <[ c+ pa 


con lo cual, dividiendo por b, (que es positivo por 
ser b, decreciente y lim b, = 0) el sentido de la 


n>0 


desigualdad se mantiene y queda: 


a E vn2n 
2 ba 2 
de donde 
A <E£, Vn2n, 
b, 
a 


Luego, lim =c 
n>0 h 


Ejemplo: 


VI+ BP 442422 +. + Yn+n? 


n?+2 


Calcular lim 


Resolución: 


ay = VIH 4242 4.0.4 n+ 1? 
=Vl+P 2428 


a +4/n+n? +/n+1+(n+D? 


b, =n2+2 > b,, =(n+D?+2 


n+1 


Como (b,) es monótona creciente y limb, =>, 
no. 


podemos aplicar el Criterio de Stolz-Cesaro, 


entonces: 
a a q n+l+(n+1Y 
lim 2 = lim “nn - tim 0) 
m>=b, ao=b, —b, n=  2n+1 
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Álgebra 


/n?+3n+2 


li Sil n 
aL 2n+1 Le 2n+1 
h 
a 
=timin_n -1 
mon 24 — 2 


3. SUCESIONES DE CAUCHY 

El concepto de límite finito expresa que los 
términos de una sucesión convergente no tienen 
una localización dispersa, sino que se concentran 
alrededor del límite como si éste fuera una 
especie de núcleo. Entonces, al acercarse a él, 
los términos se aproximan “infinitamente” unos 
aotros; lo interesante es que este hecho (llamado 
condición de Cauchy) basta, por sí solo para 
asegurar la existencia del límite finito. 

Por otra parte, puede darse la posibilidad de 
que existan varios de esos núcleos (que se llaman 
puntos adherentes), como ocurre, en particular, 
en las sucesiones acotadas, concentrándose en 
torno a cada uno de ellos un sector infinito de la 
sucesión (subsucesión). 

Formulemos matemáticamente alguna de 
estas ideas. 


Definición 

Se dice que un número real r es adherente 
(o punto adherente) a una sucesión dada si existe 
una subsucesión de esta que converge a r. 


Corolarío 


Todo sucesión acotada admite. al menos un punto 
adherente. 


Ejemplo: 

Sea la sucesión (a,) con a,=(1)” y sus puntos 
adherentes sean el 1 y el -1. Las subsucesiones 
serán: 
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1... => lim a), =1 
A 


o 


aon: 1, 1, 1,... 
dl dk, JM da = 1 
Definición 

Se dice que una sucesión de números reales (a. 
es de Cauchy cuando £>0 JINeN tal que: 


la, -a,[<8€, Vm,n2N 
Ejemplo: 


Demostrar que la sucesión (a,), con a, =— es 


de Cauchy. 


Sabemos que: 


im Lab = vó>0, an>0/(2-0)> ES 
n 


n>en 


Ahora veamos que 


1-1 
a, -—a |=---—|s 
lap an ==> 


1 


n 


1 


e € 1 
<2+=<g vn, m>N=- 
2-2 € 


+ 


Por lo tanto, la sucesión (a,) es una sucesión de 
Cauchy. 


Proposiciones: 

A A e 

1. Toda sucesión convergente es una ; 
sucesión de Cauchy. ¿ 

2. Toda sucesión«de Cauchy tiene límite. 

3. Toda sucesión de Cauchy definida en el 

¡ conjunto de los números reales es 

¿ convergente. ! 

[4 Toda sucesión de Cauchy es acotada. — ' 


see 0410 1 nn 0 arc a 


Demostración: 


l. Si lima, =a. Se tiene que dado €>0, 


eS 


arbitrario, siendo N un número natural que 


la, -a|<5 vn>N 


CAPÍTULO 1X 


Sucesiones y series 


Veamos: 
(a, Am |=la, =at+a—-am |¡<la,-a|+ 
€. € 
+la+an pe tg=t 
vVn2N y vm>N 
Por lo tanto, (a,) es una sucesión de Cauchy. 
4. Tomemos £€=1, entonces por definición si 


(a,) es de Cauchy, debe existir un N natural 
tal que: 


laa, |<1, Vn>2N y Vm2N 


En particular: 
la, ay] <1, Vn2N y debido a ello 


ay-1<ay<ay+1, Vn2N 


con lo cual a,-1 y ay+1 son, respectivamente, 
una cota superior y una cota inferior del 


conjunto (a, :n> ny); es decir, este conjunto 
es acotado. 

Por otra parte, (a, :n=1,2,..., ny -1) es finito 
y, por lo tanto, acotado, luego (a, :ne N) es 


reunión de dos acotados, será también 
acotado. 


Notación 

Sea la sucesión (a,), si deseáramos expresar 
la suma de los 10 primeros términos de esta 
sucesión, entonces usaremos la siguiente 
notación: 


10 
Ya, =2a/+2,+a3+..+aj 
k=l 


Si queremos representar la suma de todos sus 
elementos, se escribe: 


Ms 


ay =a¡+tastazt.. 


” 
Y 


Sabemos que no es posible sumar infinitos 
números, pero damos significado a este proceso 
mediante la operación de paso al límite. Este es 
un ejemplo típico del modo cómo las 
matemáticas generalizan conceptos conocidos 
para acrementar su utilidad. 


n 
En la notación 23 , el índice k no tiene 
k-= 


significado propio alguno, y puede ser sustituido 
por otro cualquiera, es decir: 


SErIESs NUMÉRICAS 


n n n n 
Nas =Ya, E Ya, = Ya, =4/+a3+t..+a, 
h=1 i=l rl k=2 


A este tipo de índices se les llama índices 
mudos. También se puede hacer la siguiente 
asociación: a, representa el primer elemento: 
a, el segundo elemento, y así sucesivamente, 
obteniendo: 

nm! 


n 
Ya,=a +as,+az+..+ta, =dYa, 
k-1 i-0 


. a ] 
Eisímbolo Ya, Ó Ya, norepresenta el [ 


k=1 k=i 
resultado de la suma de estos números, [ 
sino la operación que se efectúa sobre | 
ellos. E 
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DEFINICIÓN Ejemplos: 
Una senie es la adición de todos los términos ds vas 
de la sucesión (a,) y se denota mediante el 12" =2424+2+ 


n=1 


símbolo: Sa, . También podemos usar las S 
sl no Y logk = log1+log2+ log3 +... 
siguientes notaciones: n=1 


t za Es; - =aytaytazha o | LOS l+cosx+C08S2xX +... 


130 [=] d 


O A 


asHaghi ta )= = lim. E ] Fr 1424 
4 k=1 


CONVERGENCIA O DIVERGENCIA DE UNA SERIE 


Sea la sucesión (a,) de números reales, a 


partir de ella, formaremos una nueva sucesión 2. 2 =-14+1-14+1-14+1H1+...> 
(S,), donde: es divergente ya que la suma parcial 
S¡=a, S, =0, sin es par 
S,=a/+a, E , 
S, =1, sin es impar 


S¿=a; +as+az 
. por lo tanto, no existe lim S,, 
no 


3. Para un decimal periódico 
6.6 6 6 


S,=a,+a,+az+...+a,, etc. 


Los números S,, se llaman sumas parciales poa e 10*100*1000 * 10000 * 
de la serie Ya, y a (S.) se le denomina sucesión las sumas parciales son: 
de sumas parciales de la serie Ya, . 6 
FAA 
% 10 
Definición 6 6 
= — + — 
La serie a, es convergente si y sólo si la 21010? 
sucesión de sumas parciales tiene límite finito, a 
6.6 6 6 
ími - SiS TAI AR A 
este límite (s= limS, =lim da, ] se le deno n=10* 107107 ¡Or 
mina suma de la serie. Si lim S, = to» ono existe Hallemos la forma simplificada de esta 
; AAOTe enésima suma parcial, así: 
se dice que Ya, es una serie divergente. 
Nuestro objetivo principal en este capítulo es $, = £ ds ES pa ES a 
» A . n 2 3 0 
determinar si una serie es convergente o 10 0 M0 0" 
divergente. 1 6 
A continuación veamos algunos ejemplos de 10 z EA ñ EA + e 107: Ea 
series convergentes y divergentes: Ae _ _ 
a $3 =p 
ll. 2 =2424 2420, 100" 10 10] 
n=1 
por simple inspección podemos decir que esta $ 2 : 1 
suma es +> ; por lo tanto, la serie diverge. al al ni 
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CAPÍTULO IX 


Tomando límites cuando n>o=, 


; 2 
entonces lim $, == 
no 3 


Por lo tanto esta serie converge, es decir 


0,666...== 


Las fracciones decimales periódicas son casos 
particulares de la serie geométrica. 


Definición 
Una serie de la forma: 


Y ar =a+ar+arl+rar+.. 1x0, ax0 


n=0 
recibe el nombre de serie geométrica, cuya razón 
es r. Veamos en qué casos esta serie converge o 
diverge. Calculemos la enésima suma parcial de 
la serie. 


S, =a+ar+ar?+..+ar”” 
TS, =ar+ar?+ard+...+ar” 
(1-DS, =a(l-r”) 


_pA 
205E) ] » rÍl 


de serie diverge! 


[Sir=1, S,=na, , Ben, 


isi Irf>1 Y 30, lim S,, =0> la, serie dels) 


O II A A 


(S1i<um 0.45, = 3 la set cover) 


Con lo cual queda probado el siguiente teorema: 


“TEOREMA 


Si |r| <1, la serie geométrica Y ar" converge 
nO 


y tiene por suma me . Si |r|>1, la serie 
—r 


diverge. 


Sucesiones y series 


Ejemplos: 
+ Calcular 
1 
ll n 2 3 = 
pl SEL ¿[2 + EA 
43 3 3 3 l= 2 


Cuando la serie geométrica esf 
convergente, calcular su suma es sencillo. $ 


E 1.11 
. 2 dt 3 +3 +. 


2.024 99 


Si aplicamos este método en una serie | 
divergente, obtendremos un absurdo. | 


3 <= 343434 


=3+3(3+3%+3*+...) 
a pr 


Ejercicio: 

Se deja caer una pelota desde una altura de a 
metros sobre un piso horizontal, cada vez que la 
pelota choca contra el suelo, rebota hasta alcanzar 
la altura ar, siendo r un número positivo menor 
que 1. Halle la distancia (vertical) total recorrida 
por la pelota. 
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Resolución: 
La distancia total recorrida está dada por la serie: 
S=a+2ar+2ar”+2a+... 


Como r<l, entonces es la serie geométrica 
conocida a partir del segundo término. 


520 ma; 57) 


l-r Tr 


Por ejemplo, si a=5 m y r =3m , la distancia 


ml 


recorrida es: S=5 — =10m 
1 
3 
También podemos aproximar el valor de un 
decimal periódico como una serie geométrica, 
por ejemplo: 


3.3 3 3 


0,333...= —+ + + Pra 
10 100 1000 10000 
El 
E IA 
a: 
10 
Definición 


Una serie de la forma: 


es denominada serie armónica, esta serie es 
divergente. 
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Definición 
Sea S(x) una expresión matemática, la serie 
telescópica presenta la siguiente forma general: 


z [S, -Sns1] 


la enésima suma parcial de la serie está dada por: 


SS] = Si7Sh 
Ct item sa 


Este resultado lo obtenemos desarrollando los 
términos. 


n 

2S97St =S/- SS nt AS 
=S /S+1 

Ejercicios 


20 
1 En-(n+D?=P-2P=-440 
n=l 


2. Y logn-logín+1)=logl-log100=-2 
n=1 


Ejercicio 

Determinar la suma de la serie: 
ha 1 
2 n(n+1D 


Resolución: 
Hallemos la k-ésima suma parcial 


wi 
Bl 


e A E 
nan(n+D nin n+1 2 2 


Aplicando la serie telescópica = LA ; 
+ 


luego 


E p k 1 1 
== li = lim! 1-—— [=1 
a n(n+1D) tm $ E) tl k+ ) 


Juego, esta serie converge a 1. 


CAPÍTULO IX 


Sucesiones y series 


Ejercicio: 
Sea la serie Yk?, averiguar la convergencia o 
k=1 


divergencia de la serie. 


Resolución: 
Hallemos la n-ésima suma parcial. 


Sabemos que (k+ 1)%k*=3k?+3k+1 


A CE: A 2 
entonces, 2((+D -k )= 3 (3K +3k+1) 


$ ((-(k+1D3)=35 K2+33 k+ 81 
k=1 k=1 k=1 k=1l 
por serie telescópica 
A 


3n(n+1) 2, 


(1-(0+0*)=3810+ , 


Operando  Yk?= (0 +1? -1- 3n(n+D _ a] 
Kal 3 2 
$ 2 - MM+ DC2n+D 
Kal 6 

Tomando límites 


n 
lim $ k? = lim 
no k=1 n—>0 


Y k?=00 
k=1 


-. la serie diverge a +00 


Propiedades de la Sumatoría 


2KS, = k25S, , k: constante me N 


“CRITERIOS PARÁ DETERMINAR LA CONVERGENCIA O DIVERGENCIA DE UNA SERIE ' 


Anteriormente hemos podido determinar la 
convergencia o divergencia de una serie tomando 
límite (n —> «> ) a su enésima suma parcial. Si nos 
resultaba un límite finito, entonces la serie 
convergía a este límite; pero si no salía infinito, 
divergía; es muchas veces difícil calcular su enésima 
suma parcial, por ello vamos a dar a continuación 
varios criterios que permitirán determinar si una 
serie dada converge; tales criterios dependen 
principalmente de la estructura de los términos de 
la serie, más que de su suma. 


o 


Ejemplo: 
. 22n+l e m7 
La serie 2 n-1 Posee como término enésimo 
n= => 
2n+1 , 
a a,= , como lima, =2%+0, entonces la 
n-1 no 


serie diverge. 


204 “TEOREMA 7 
Una condición necesaria para la 


convergencia de la serie a, es que 
n=1 


lim a, =0 
N-=00 


Demostración 
Sea S,=a,+a,+az+...+a, la n-ésima suma 
parcial de la serie, y supongamos que esta 
converge hacia S; es decir: 
limS, =S 


no 

Entonces, dado un número e existe un índice 

N tal que todos los términos de la sucesión (S,) 
posteriores al n-ésimo quedan comprendidos 


€ € ES 
entre E y +30 por consiguiente, dos 


cualesquiera de ellos no puede diferir entre síen 
más de € . Osea, que si m y nson ambos mayores 
que N, 

| Si"Sml <E. 
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En particular, esta desigualdad se satisface si 
m=n-1 y n>N+1. 


Pero 
S 3, ¡=(a¡+a,+...+a,)-(a¡ +a7+..+a, ¡)=8p 


por tanto, |a,| <ge cuando n>N+1, puesto que 
€ es un número positivo arbitrario, esto significa 


que: lima, =0, con lo cual queda demostrado 


n>o0 


el teorema, además esta demostración permite 
afirmar que el criterio anterior es correcto. 


De lo anterior podemos afirmar las 
siguientes proposiciones: 


* Sila serie Ya, es convergente, entonces 
nzl 


lima,=0. 
N—w 
Si lima,=0 la serie Ya, no necesa- 


riamente converge, es decir, puede ser 
convergente o divergente. 


Ejemplo 1 
E (e -1n+1 

Si la serie YN“-———“—— es convergente, 
n=1 2n-3 


determine el valor que puede tomar xe R. 


Resolución: 
Corno la serie es convergente, entonces 
, é (x?-1Jn+1 á 
= Íi ¡$MN 
Laia an n dd 2n-3 


Por propiedad de límites, dividimos los coeficientes 


pi Xx 
principales, es decir 2 =0 


Por lo tanto, x=1 Óóx=-1 
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Ejemplo 2 


, A 1 
En la serie armónica 27, lima, =lim—=0, 
n=1n n—>. n>3> mn 


entonces no podemos afirmar si converge o 
diverge. 


Propiedades 
| L  Silas series Sa y EN convergen aAy 


B respectivamente y sea cuna constante 


¡ 

Mr ' r * tao d j 
(ce R), entonces: E | 
| 

¿ 

: 


a) “Laserie 2 ca, = -e 3 as converge acá. 


b) La serie 


j 
j 
| 
| 

b +Yb, | 
| Elonsoo= Es EZ 
: 


á 
converge a A+B 
ES E 


| IL. Si la serie LA, es divergente y ceR, 


e Pues a 


éntoned la Serie E car es divergente. 3 


HL Si la serie >> an es convergente: y la serie” 


n=/ 


| 

| 

j 3», es divergente, entonces la serie 
20, +b,,) es divergente. 


o is ua 
Ejemplo: 
Averiguar la convergencia de la serie 
e(3n2+n+1, 5 

——_———A—AáÁ- + — 
al 2n*-1 3 
Resolución: 


Apliquemos las propiedades anteriores 


=(3n2+n+1.5)] 23n2+n+1 35 

A SS 

al 2n?-1 5) 2 2n?-1 22 
; 1 

=3n“+n+1 ¿2 1_3 2 13 

= Y +5) =>==+5 + |== 

Aaa PA ¡1 | 2 
2 


CAPÍTULO IX 


1. CRITERIO DE CONDENSACIÓN DE CAUCHY 


Sea 22 una serie de términos positivos tal 
ne 


que a, 245.4 VneN; entonces la serie Ya, 
n=1 


converge (o diverge) si y sólo si la serie Y 24ón 
n=1 


converge (o diverge). 


Demostración: 


Sea S,, la enésima suma parcial de la serie S an 
n=l 
(s, Ñ a 0.) 
n=1 


Supongamos que la serie 2 a, es convergente y 
n=1 


sea Pe R una cota superior de la sucesión (S,,). 
Se tiene, siendo t, la enésima suma parcial de 


Me 


n 
A Az - 


n 
t, = 222, = 2a, +(2a, +2a,)+ 


(2ag + 2ag + 2ag + 2a3)+ 


Era +(22,n FA 24, ) 


ya que a, 24,,,, entonces 
< 2a, +(2a, +2a,)+(2a;+2a, + 2a, + 2a,)+... 


+ (28,2, + 2a +...+24,n ) 


na 


=28,, -2a, < 2P- 2a, 


Luego, la sucesión (t,) es acotada superiormente, 
como además esta serie es monótona 


decreciente, entonces la serie Y2a,, es 


mn 
n=1 Ñ 


convergente. 


Sucesiones y series 


Supongamos que la serie Y 2450 es conver- 
n=1 


gente, entonces la sucesión de sus sumas 
parciales está acotada superiormente. Sea Muna 


cota superior, escojamos un ny tal que 2%! -1>n 
entonces: 


S,=a,+ay+ay+...+a, < ay +ay+... a, Fa), 1H. + Ayna 
=a, +(a, +a3)+(a, +a,+as +a7)+... 
+(a 


a A ) 


Luego, la sucesión (S,) es acotada y como es 


también monótona, la serie * a, es convergente. 
1 


n= 


Ejemplo: 
Determinar si la serie armónica es convergente o 
divergente. 


Resolución: 


e 1 . 1 
En Y— se tiene que a, =— y como a,>a,,; 
han n 


1 1 
— > o . . . 
dd ] , entonces podemos aplicar el criterio 


anterior, es decir, como la serie: 


A 


n=! n=l 2 n=1 


A Do 0 E 
diverge entonces la serie Ya, = Y — diverge. 


n=! n=1N 


Las P-series 
po 


Sea la serie: 


j 

; 

: pi 
i n=i KN 2 3P 4 
¿ Sip>l la serie converge 

; a 

¡ 

j 


Sip<1 la serie diverge: 
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Demostración 


La relación 


! <— nos permite aplicar el 
(n+D” mn 


criterio de condensación de Cauchy y así, la serie 


$ L es convergente si y sólo siloes Y, 2” —G 
n= NP n=1 (2) 


la última es una serie geométrica de razón 2 
entonces será convergente si y sólo si: 
2P< 1 
ae 
p<0 
p>1 


Análogamente se obtiene que es divergente 
cuando ps<l. 


Ejemplo: 
La Al 
1. Laserie 2 7 converge 
n=1N 
1 


2. Laserie $ , 5) diverge 


n=1Y4n— ni N 


3. Analizar la convergencia de la serie E 
íninn 


Resolución: 

z 1 
——, se cumple que 
ninn ' EA 
a,>a,,1, entonces veamos la serie. 


Ti e dl 
Ze n= 2? í E 
ER Era 2 min2 


Tenemos que a, = 


—_— 
divergente 


Luego, por el criterio de condensación de 


E 


Cauchy la serie 2 
n 


—— es divergente. 
=1 ninn 
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4. Analizar la convergencia de la serie 
= I 
2 nUnny” 


Resolución: 


1 


Como en el caso anterior a, = == 
n(Inn)” 


Veamos la serie: 


= 1 = 1 E 1 

2 | ASAS 
= (FmzT) z (nin2)” EEICO 
(m2 E »A pP > luego si p>1 converge, 


sip<i Pi 


Por ejemplo la serie A ny converge, 


e ny 


ES l 
ero la serie Y diverge. 
p n=1 n/Ánn g 


2. CRITERIO DE COMPARACIÓN 
Sean $ an y z b, dos series de términos 
n=1 n=l 


positivos, si a, <b, para todo n suficientemente 


grande, entonces se cumple: 


a) Si *b, converge, entonces Y* a, converge. 
n=1 n=1 

b) Si 2a, diverge, entonces Y b, diverge. 
n=l n=! 


Demostración: 
a) Tenemos que a,<b, Vn>N con NeN, 


supongamos además que Y b, =b,entonces: 
n=1 


CAPÍTULO IX 


Sucesiones y series 


Esto quiere decir que la sucesión (S,) está 
acotada y corno es de términos positivos es 
monótona creciente; por lo tanto, la serie 


22, es convergente. 
ás 


b) Demostrémoslo por contradicción, 


supongamos que la serie Yb, es 


n=i 


convergente y a, <b, Vn>N, entonces por 


el teorema anterior Y a, es convergente lo 


n=l 


cual contradice nuestra hipótesis. 


Ejemplo 1 


cosn 
3 


Determinar si la serie 2 converge. 
nin +n 


Resolución: 


cosn 1 1 
Sabemos que — < =3_— < —3 

n+n nn 

el Nam 


an b > 
Como a, <b, y 2D, es convergente, entonces 
S 


22 converge. 
n= 


Ejemplo 2 
E + 
¿Converge la serie Y Jn+n ? 
n=l inn 
Resolución: 
Veamos 


Yn+n _ yn _ yn 1 (1 


inn inn n n in 
SIS e 
b a, 


n 


Tenemos que a,<b, y como 23, diverge 
n= 


entonces 2D, diverge. 
n= 


Corolarío 


Seanlas series Lan y Zn de términos positivos. 
n= n= 


oa, e ES 
a Si lim + 20 y $ Dn converge, entonces», An 
no D, n=] n=1 


convergét. 


Si lim Z >0 6 e» y Yb, diverge.entonces 
n=» Un n=1 


Dan diverge. 
n=1 


Demostración: 


n>w 


imér=e>0 0 
a) Supongamos que pb. “SY, existe un 
n 


a 
número N tal que 5 <C+l siempre que 
n 


n>N. 
Luego, a, <(c+1)b,. Por hipótesis 2D, 
n 
converge, entonces 2tc+1 converge, por 
E 
lo tanto aplicando el criterio de comparación 
la serie 23, converge. 


Ejemplo: 


n? 


5n* -2 


Analizar la convergencia de la serie Y 
n=] 


Resolución: 
Para aplicar el criterio anterior consideremos 
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Sabemos que » b, es divergente, 
n=1 


Veamos a qué es igual 


n! 1 


lim Í2 = tim 2 
m=by no=5ni-2 5 


Por lo tanto, por la parte (b) del corolario la serie 
y a, diverge. 
n=1 


3. SERIES ABSOLUTAMENTE 
CONVERGENTES 


Definición 


Una serie Ya, se dice absolutamente 


n=1 


convergente cuando la serie Y|a, | converge. 
n=1 


Ejemplo: 
La serie geométrica 2r es absolutamente 


convergente, ya que [r” |=|r|", con ]r]<1. 


Una serie convergente cuyos términos son 
todos del mismo signo es absolutamente 
convergente. 


Toda serie absolutamente convergente 
es convergente. 


Pero no toda serie convergente es 
absolutamente convergente. 


482 


Una serie convergente Yan tal que > la, 
n=1 h=1 


diverge, se llama condicionalmente 
convergente. 


4. CRITERIO DE LAS SERIES ALTERNANTES 
(LEIBNIZ) 
Sea (a,) es una sucesión no creciente de 


términos positivos y lim a, =0, entonces la serie 


N>30% 


y D"*la, converge. 


Demostración: 


n 


k+] q 
El -Da, =S,, entonces: 


San:2 =S2n + A2n+1 7 Agns2 2 Son 
Son+i Ss Són-1 72 7 An = San-1 


(Son) es una sucesión no decreciente y (S,,_,) es 
una sucesión no creciente. Además: 


So £S2n = Sap.1 7 Agn <S2p-1 ES) 


Luego (Sz,) está acotada superiormente por S, y 
(Szn-1) está acotada inferiormente por S,. Por 


tanto, (S,,) y (Sz,_¡) convergen. 


Como: 


lim Sap. — Jim Sa, = lim (Sp-; Sap) = lim a7, =0 
N=>0% n > n>0 Nn-—>30 


Estas 2 sucesiones convergen al mismo punto, 
llamémosle c. 


Luego limS, = (Da, =c 
no. Kal 


CAPÍTULO IX Sucesiones y series 
————_—_o _——_——__Q___—_=22,,,ñSucesiones y series 


Ejemplo 1 
Un ejemplo clásico es la serie anarmónica 


a y 


, por tanto la 


z , en este caso a, =-— 
sucesión (a,) es no creciente y de términos 


positivos, además lima,=0 con lo cual 


n> 


(- pa! 
podemos afirmar que la serie popa es 
n=1 n 


convergente. 


n+1 
La serie anarmónica $ D 
n=1 n 


es convergente, 


pero no es absolutamente convergente, ya que 


Co” pa 


se ] ] Se 
= Y-— es la serie armónica que es 
n 


n=1 


y 


n=1 


n+l 
divergente. Por lo tanto la serie Fe D 
nn 


es 


condicionalmente convergente. 


Ejemplo 2 
Determinar la convergencia de la serie 


3 C0"""10g di) 
n 


Resolución: 
En este caso 


a, =log(" mn)- lg|1+) 
n 


lim a, = lim log[1+ E) 
n 


N>0 N>0 


1 
=1l08g| lim|1+-=|| _1091- 


Además, la sucesión (2,)=108[1+7 es 


decreciente. 


Por lo tanto por el criterio de las series alternantes 
PS n+1 
la serie 3 (-D"" os| o) es convergente. 
n=i 


5. CRITERIO DE LA RAZÓN O DE 
D'ALEMBERT 


Sea la serie Ya, 
n=1 


con a *0VneN y 


An+i 


an 


lim 


N>0 


=r entonces: 


L  Sir<l la serie converge. 

IL. Si r>1 la serie diverge. 

II. Si r=1 no se puede afirmar si converge o 
diverge. 


Demostración: 


An+1 


<r<i, 


Consideremos una r tal que lim 
Nn>o 


a : 
entonces 3N/ 21 <r siempre que n>N 
a 


Ana Vn>N 
an 

mal ja lan Vn>N 
pa £ p 


Por lo tanto, para un n suficientemente grande, 
a Se z Prnd 

(Ex) es una sucesión no creciente de términos 
r 


positivos, entonces es acotada. 


Luego, 3b/Vn>N, Bal <p 
r 


la, | <br" 
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Como re <0,1>, la serie Y br” converge, por el 
n=1 


criterio de comparación, la serie Y la,] converge; 
n=1 


esto quiere decir que la serie Ya, es 

n=l 
absolutamente convergente, por lo tanto es 
convergente. 


Ejemplos: 
Determine la convergencia de las siguientes 
series: 


es gr n n+1 
1 ¿Za de aquí a a a EN 
S n! q ”=n y n+l (n+D!” 
entonces 
n+l 1 
lim [20] tim [222 m3 01 
no. AR n= (n+1D!3"] nso|n+1 


:. la serie dada converge. 


7 n 


q 
a, = 
2, e sabemos que 4, En? 


qa! 


An : 
Y Jn +1? +1 


entonces 


qa fi? +1 
A COTaTE 


n?+1 
+ Dr1 


=1()=x10>1 


-. la serie 5 diverge 
n? 


lim 


h>30 n> 


be n?+1 
«| V(n+D?+1 


; n?+1 
= a lim| == 
>> n*+2n+2 


= TT lim 
n—>0 


UL 


En las series É 


podemos afirmar nada con este criterio ya 
que la primera, por ejemplo diverge y la 
segunda converge. 


CRITERIO DE LA RAÍZ O DE CAUCHY 
Sea la serie Za, y limyla,|=r 


Si r<1, entonces la serie converge. 

Si r>1, entonces la serie diverge. 

Si r=1, entonces no podemos afirmar si la 
serie converge o diverge. 


Demostración: 


L 


Consideremos un número r tal que 
lim pla, | <r<t, 
n>oo 


entonces 3N/y/la,| <r Vn>N, es decir, 


lap] <r" Vn>N. 


Como re<0,1>,laserie Y r" converge, por 
n=1 


el criterio de comparación la serie Y |a,| 
n=1 


converge. Por lo tanto, la serie a, es 
n=1 


convergente. 


Ejemplos: 
Determine la convergencia de las siguientes 


series: 


=(3n+5Y 
El 7n-1 ] 
Veamos a que es igual el siguiente límite 


3n+5_3 


3n+5|" _ 23. 
a>»7n-1 7 


lim y = lim 
lan |= 7n-1 


N> ni>0o0 


.. la serie dada converge. 


CAPÍTULO IX 


Sucesiones y series 


2 2n 
| 2n” -1 
2. 
ál 2 ] 


Calculemos 
2 1 2n 2 2 
lim y[ a, | = lim p[ [nr --/  =]lim|n" -- 
No > 2 N>o 
2 2 2 4P ¿y 
. pd . n ¡de rad 
=llimn"--| =llime""" -1 =llime" -- 
N—>0 Nn>0 n>0 
2 lim PA 1 
=le r==n 2 


+. la serie dada converge. 


7. CRITERIO DE RAABE 


Sea 2, una serie de términos positivos. 


mn, 


. - i 

: 3 

¡Sea r= lim "(1 ) entorices j 
an : : 

¿ 


Nh 0 


Si 1<l, la serie diverge ' 


| Si r>1, la serie converge 
Í _ Si.r=1, no se ) se puede afirmar nada 


Ejemplos: 
Determinar la convergencia de la serie 
1, 1.1. 1 
++ 
2* 6 12 20 


SUCESIONES DE FUNCIONES 


Resolución: 
1 1.1 
EASeme ar 
5, + y + +..+ l + 
00 060 6 n(n+1) 
a 


1 


lim n| 1-20 |= lim np] 1-(0+D(n+2 
naR An n>0 1 
n(n+1D 
= lim-2%_ 2951 
n>*n+2 


.. la serie dada converge. 
8. CRITERIO DE PRINGSHEIM 


Sea la serie 22, 
| Si 3a.>1 tal que lím na, =r, re R-(0). 


| entonces la serie converge. 


Si Jal talque limn"á,=r, re R-40)| 


entonces la serie diverge. 


A a A A A A cri 


A 
4 


Ejemplos: 


Analizar la serie ze EN 
nan+2n245 


(4 


Veamos limn“a, = lim 


377 Vemos que 
> nn 420745 


si 4 =3 este límite esiguala 1+ 0, entonces esta 
serie converge. 


Es un conjunto de funciones, en el cual a cada función f, es posible asociarse a un número natural 
n, es decir, una sucesión de funciones es un conjunto infinito numerable de funciones. 
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Ejemplos 
1. Sif_()=nx, entonces 


16,00 +:£,60, £00, (0, ... 
1,00]: x, 2x, 3x, ... 


Observemos la correspondencia de esta 
sucesión con N en el diagrama de Venn. 


Grafiquemos esta sucesión de funciones. 
£60 
£,60 


£,00 


Las sucesiones numéricas que se obtienen 
de una sucesión de funciones para los diferentes 
valores de la variable, pueden, o no, tener límites. 
Es decir, para un valor x=x, la sucesión (f,(0)) 
puede tener límite, es decir, lim f, (xp) Puede 
existir, mientras que para un valor x=x, la 
sucesión (f, (x,)) puede no tener límite. Esto 
conduce a la siguiente definición: 


Definición (límite de una sucesión de funciones) 
Se dice que la función f es el límite de la sucesión 


de funciones f(x) (f,G0) en el intervalo <a; b> 
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ONVERGENCIA DE UNA:SUCESIÓN DE FUNCIONES 2 


2. Sif.()=(Ge-n)Y, entonces 
(60 GD, (29, (1-3), ... 


Su gráfica será: 


1,09 £,609 £,609 £,00 


De lo anterior, podemos notar que para cada valor 
x, de x la sucesión (f(x)) genera una sucesión 


numérica (£,(xp)). 


Ejemplos: 
l. Sea f,(x)=lognx. 
Si  x=1 se obtiene la siguiente sucesión. 
f,(M=lo0g n 
[f, (DJ: 1081, log2, log3, ... 
Si x=2 obtendremos 
f,(2)=log2n 
[£,(2)]: 1082, log4, log6, ... 


Esa 


si y sólo si lin 4£, (0) =1(%o) Vx,€<a;b> yse 
denota por: lim £,60 =fG0) 

De acuerdo con esta definición puede suceder 
que [£, (x,)) se aproxime a f(x,) más rápida- 
mente que (f,(x,)) a f(x) siendo aún fGo) el 


límite de f,(x). Se puede dar entonces una 
definición más restringida del límite de una 


sucesión de funciones que asegura que [f,(x)] 


converge hacia f(x) con la misma rapidez para 
todos los valores de x dentro del intervalo de 
definición de la sucesión. 


CAPÍTULO IX 


Sucesiones y series 


Definición (convergencia uniforme) 


Se dice que la sucesión de funciones (f,(x)] 
converge uniformemente a la función f en el 
intervalo <a; b> si y sólo si, dado € > 0 existe un 


valor N>0 tal que 169) - f, 60] <E para todo n>N 


y para todo xe<a;b>. 


De esta definición podemos decir que toda 
sucesión uniformemente convergente en un 
intervalo es necesariamente convergente. Pero, 
una serie convergente en un intervalo 1, puede 
no ser uniformemente convergente en ese 
intervalo, aunque puede serlo en un intervalo 


L CI. 

En el presente capítulo, consideraremos 
solamente la convergencia uniforme de funciones 
salvo indicación explícita de lo contrario. La forma 
más útil de investigar la convergencia de una 
sucesión de funciones es aplicar la siguiente 
generalización de una sucesión de Cauchy. 

La sucesión ¿f,(x)] definida en el intervalo 
<a; b> converge uniformemente en ese intervalo 
si y sólo si dado £ >0 existe N>0 tal que: 


lf, (60 — fan (0) <E para todo m, n mayores que N 


y para todo xe<a;b> 


El gráfico muestra que f, converge af, entonces 
100 -E<f,(x)<f00)+€, Vxe<a;b>, es decir 


f pertenece a una banda de radio € alrededor 
de f. 


Ejemplo 1 
Sea la sucesión de funciones f, :R—>R , donde 


x A s 2 
f, 00) =7 :Determinesiestasucesión es convergente. 


Resolución: 
Tomemos el límite de su término enésimo: 
. e 3 
limf, 0) =lim2=0, 
n>o n>oo mn 
entonces f, es convergente y converge a la 


función f idénticamente nula (f(x) =0) 


Ejemplo 2 
Utilice la sucesión anterior y verifique si converge 
uniformemente. 


Resolución: 


Ninguna banda de radio € alrededor de f(x)=0 
(eje de las abscisas) contiene al gráfico de 


cualquier función f, :R>R, f, - . Luego la 


sucesión [f,] no converge uniformemente a la 
función idénticamente nula en todo R . Pero si 
consideramos un intervalo IcR, donde 


I=([xe6R/|x|<c, ce R], entonces f, converge 


uniformemente af (f(x) = 0) enl. A continuación 
haremos su demostración. 


Dado £ > 0, basta tomar ny >. (Ese) sin>ny 


Laca 
la > 5) entonces, 
mM N 


18,609 -£00 | =]£,60 -0| = 


A 
n 3n n, 
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SERIE DE FUNCIONES AS 


Una serie de funciones se define en forma 
análoga a una serie numérica. 


Definición 
La adición de todas las funciones que son 


términos de una sucesión de funciones (f, (x)) 
es una serie de funciones que se denota mediante 


el símbolo Ef (0) 


CONVERGENCIA DE SERIE DE FUNCIONES 
Definición 
La serie 2£.60 es convergente en el 
n= 


intervalo <a;b> si y sólo si la sucesión de 


funciones (f,(x)), donde f,60) = 2h ) es decir, 


si su sucesión de sumas parciales es convergente 
en <a;b>. 

Debido a que para cada valor de x la sucesión de 
sumas parciales da origen a una serie numérica, 
se pueden emplear, para analizar la convergencia 
de series de funciones, todos los criterios que se 
aplican en el caso de series numéricas. 


Ejemplo: 
n 


ES 7 net 
Sea la serie 2» utilicemos el criterio de la 
nl 


razón para hallar el intervalo de convergencia de 
la serie. 


n n+! 
E Xx x 

Sabemos que a, =— y an. =—, entonces 
n n+1 
n+1 

la : x"-n z n 

lim | $22 [= lim | | =|x] lim [| —|= |x| 

mn>=| a, | nao=ix"(n+D n>*|n+1 


1 
Silxi<t => xe<-11> 
A 


intervalo de 
convergencia 
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Ejemplos 

l. Seala sucesión de funciones (f,(x)), donde 
£f,00)=x”, entonces la serie de funciones 
está dado por En =xx e. 

2 Sif.(x)=e", 


entonces Le =e +++. 
n=1 


Si |x]=1 => hay que aplicar otro criterio. 


Si |x|]>1 > xe<-0;-1>U<l +0 > la serie 
diverge. 


Definición 


La serie Y f,(x) converge uniformemente, 
n=1 


en el intervalo <a; b>, a la función f(x) si y sólo si 


la sucesión de sumas parciales (S,(x)), donde 


n 
S, (x)= 25(x) converge uniformemente a la 
a 


función f en el intervalo <a; b>. 
Se denota por: 


21,00 =160 


y se dice que f(x) es la suma de la serie 5 f,60. 
n=1 


Esto significa que, para cada valor de x, se puede 
aproximar a la función f(x) mediante la n-ésima 


suma parcial de 2 £,00, es decir, que se puede 
AS 


escribir f(x)=S,(x), cometiéndose un error 


R¿00) =100)-S,(x) y que este error tienda a 
cero cuando n tiende al infinito. 


CAPÍTULO 1X Sucesiones y series 


1. CRITERIOS DE LA CONVERGENCIA Definición 
UNIFORME E 
La serie z £f,60 es absolutamente 


a. Criterio de Cauchy convergente en el intervalo <a; b> si y sólo si la 


La serie Y f converge uniformemente en e . 
2 nx) 8 serie z I£,G0] es uniformemente convergente 
n= 
el intervalo <a; b> si y sólo si dado €>0 en el intervalo <a; b>. 
existe N>0 tal que (€IÓ<—á>A>+> A  ——4+4 
n+i 
Y fi00|<E da b5 
k=n+1 ds E 
El criterio M de Weierstrass prueba no sólo 
para toda n>N, para toda xe<a;b> y para la convergencia uniforme dela serie Yf., | 


n=1 


toda p. 


sino la convergencia uniforme de »|f,] lo ¡ 
n=1 A 


b. Criterio M de Weierstrass Él 
Sea (M,,) una sucesión de números reales tal que se expresa diciendo que la serie Aa) 
E : 


< 
que |f,—0|SM, para todo n y para todo converge uniforme y absolutamente. 


xe<a,b> siendo además la serie 2M, 
de 
Ejemplo: 


convergente, entonces Ef, (x) converge sen 
n= 


] : AS nx S 
La serie de funciones z pe definida en R 
n 


uniformemente en el intervalo <a; b> ] 
es uniforme y absolutamente convergente en R . 


Ello es consecuencia de la desigualdad. 


1 


<= VxeR 
no? 


Demostración 
sennx 


n 


Dados peN, q=0,1,2,... y xe<a;b> 


col < ros Em, = 1 
pe n=p n=p y de la convergencia de la serie 2 Az Y del 
y 


: criterio M de Weierstrass. 
y corno este último sumando es menor que 


£>0 (dado previamente) cuando p es 2. PROPIEDADES DE SERIES 
posterior a cierto NE N y q=0, 1, 2, ..., por UNIFORMEMENTE CONVERGENTES 


o . Dos propiedades muy importantes de las 
ser la serie » M, convergente se tiene que 


na series uniformemente convergentes son: 

la serie Y f(x) es uniformemente IL. Sise tiene que f(x)= Y f,(x) en <a; b> y 
n=1 n=] 

convergente en <a; b>. cada f,(x) es continua en <a; b>, entonces 


160) es continua en <a; b>. 
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2. Si las funciones que forman la sucesión 


(f, (0 son continuas y derivables en <a; b> 
y se tiene f()= 2 £,00 y 800)= z £60, 

n= n= 
entonces f(x) = g(x). 


SERIE DE POTENCIAS 


Es decir, la serie formada por las derivadas 
de los términos de una serie uniformemente 
convergente, es uniformemente convergente y su 
suma es la derivada de la suma de la serie original. 


Definición 
Una serie de potencias es una serie de la forma 


Nar(x-x,)=a, +a/(x-xp)+ 
n=l 


+ as(x—xo) +..+ap(x=xp) +... 


donde x, y los a,,i=1; 2; 3;...; n son constantes. 
Observe que, cuando todos los coeficientes a 
partir de alguno se anulan, la serie de potencias 


es un polinomio. 


CONVERGENCIA DE UNA SERIE DE POTENCIAS 000 2 a! A 


Cuando x=xy la serie de potencias converge, 
debido a que todos sus términos son iguales a 
cero, Si existen otros valores de x para los cuales 
la serie converge éstos forman una vecindad de 
Xy de radio r. Al radio de esta vecindad se le llama 
radio de convergencia de la serie. 


divergencia convergencia divergencia 
Ll — [ — AAN — 
X 7 r * *o +r 


1. CRITERIOS DE CONVERGENCIA 
(por Cauchy-Hadamaro) 


Dada una serie de potencias centrada en xy, 


llamaremos radio de 


Dan(x-x0), 
n=1 


convergencia al valor r>0, el cual está dado por: 


fa 
r = lim 
n>ela 


o por 
n+l 


; 1 
r = lim 
n-«/fa, | 
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Se ud que 


| Es, (x- -xJ" converge absolutamente 


* eS És A 
Ai A E =r; ¿% +1) de 


Pa 
A 
q 


$ an(x- xo) diverge en R > bs =x; 1; %o; + Y] 
n=0 
Llamaremos intervalo de convergencia de la serie 


dada al intervalo (Xy —F; Xy +r) 


Ejemplos: 
Halle el radio de convergencia de las siguientes 
series: 


> xr 
1. — 
n= n! 

Calculemos: 

1 
s An . n! A 
r = lim = lim ¿— =limn+1=+0 
N—=0% An+1 n>+0 1 n>3. 
(n+1)! 


en consecuencia la serie convergerá 
absolutamente para todo número real x. 


CAPÍTULO IX. 


2. 


Fort 
n=l n 


Calculemos: 
1 
la La . n+l 
r= lim¡2,= lim -—2-= lim =—=1 
n>30o An! N->0 h=>=x= n 
n+1 
la serie converge absolutamente 


Vxe<-11> y diverge Vx£[-1;1]. En el 
punto x=-1 la serie de puntos coincide con 
la serie armónica que es divergente; yenx=1 


n 


obtenemos la serie anarmónica Y que 
n=1 
es convergente. 
Enix” 
nal 
Calculemos: 
fa ] n! 1 
r = lim¡2-|= lim |-——| = lim —— =0 
asa, | n>>¡(n+D!| n>o-n+1 


esto quiere decir que la serie diverge 
VxeR,xx0. 


“rá. TEOREMAS“ 
Una serie de potencias es una 


función continua dentro de su 
intervalo de convergencia. 


Si se tiene que: 


fGo = Yanlr=x)" y [00 = Doa)" 


entonces a, =b, paratodon. 
Si flo) = Y an(xp)", 
n=1 
entonces f'(x)= $ na (xy) 
n=i 


para todo f(x) definida en su intervalo 
de convergencia. 


Sucesiones y series 
2. SERIES DE TAYLOR 
Definición 
Si una serie de potencias Y na, (x-x, e 
n= 


tiene el intervalo de convergencia (Xy —F; Xy +r) 


recibe el nombre de serie de Taylor si y sólo si 
existe f(x) tal que: 


Derivando f(x) tenemos: 
f() =a, +a,(x-xp)+a, (x-xp Y +as(x-xp) ho. 


> f(x)=a0 


£'G0) =a, +2a,(x-—xp)+3a,(x—xp) +4a, (1x9) +.. 


> f'(x)=a, 


FG) =2a) +2-329(x-xp)' +3-4a, (xx, he. 


Po) 
2 


> = a) 


f"G0)=2-3a3+2-3-4a,(x-xp) +... 


(6) =2-3-4...na, +2-3...n(n+Da,(x-xp)+.. 


pm 
(xo) =a, 

n! 

Reemplazando estos valores en f(x) tenemos que 


10 = f(x) + 249104) + elle l xo)! + 


1" (x0)(: xo)" + ¿PJ 0)" 2 


+ de 
3! n! 
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Io = 5 Et xa)" 


Es decir 
n! 


es la serie de Taylor alrededor del punto x;. 


3, SERIE DE MAC-LAURIN 


Si en la serie de Taylor hacemos que X¿=0, 


entonces se tiene la serie: 


aaa 
laos ye f o | 


al 2 a, 


es decir 


o ro 


£00) =1(0) +f'(0)x += 


rotos eta 0 rod oo rió cor 


f' 0 


¿O | 
31 ls | 


A 


la cual es denominada serie de Mac-Laurin. 


Ejemplos 


1. Determinar la serie de Taylor de la función 


109= alrededor de x,=0 y x¿=1 


109== BE 1(0)== f(1= E 
uE 


ft9=—L,3 f'(0) = 
x+ 


h 2! 0.2 m-2 
ro STO, POE 
ro SOMO 
> + e 
MO. SO, MOE 
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2. 


Reemplazando en las fórmulas anteriores, 
obtenemos: 


a) La serie de Taylor de f(x) alrededor de 


1 -1 -1y - py? 
19= 5-22) LE a + 


am n n 
¿E 5 ED 
6 n= z, 6” 
b) La serie de Taylor de f(x) alrededor de 
x¿=0, es decir la serie de Mac-Laurin de 


f00. 


2 3 4 

Xx Xx XxX x 
(6) === 422-422 
LOs ; os 5 


Determinar la serie de Mac—Laurin de f(x)=e* 


f)=e* > f(0)=e*=1 

f0)=e = f(0)=e% =1 

f6)=e" => f"(0)=e*=1 

Luego, 

fo) =e a Pa 


Halle la serie de Mac—Laurin de f(x)=sen x 
100) =senx = f(0)=sen0=0 


f()=cosx => f'(0)=c0s0=1 


f"G(O)=-senx = f"(0)=-sen0=0 


GO) =-cosx = f"(0)=-cos0=-1 


CAPÍTULO IX Sucesiones y series 


En consecuencia Ahora grafiquemos las funciones que se 
$ 7 aproximan a y = senx. 
ox x 
(0) =senx=x-L+-=+ 
3! 5! 7! 
e (-p” qn+! 
n=0 (Qn + D ! 


Grafiquemos las funciones aproximadas a 
y=e! 


Los datos numéricos son dados en la 
siguiente tabla. 


Donde: f)=1+x 


2 
x 
8g0)= 1MHx+37 


2 3 
h(9)=1+x+ > + AS A continuación mostramos algunas funciones con 
21 31 su respectiva serie de Mac-Laurin. 
Datos numéricos correspondientes a esta 


NL 


1,1052 
1,22133 1,2214 
1,34950 1,3499 


1,49067 1,4918 
0,904833 0,90484 
0,818667 0,81873 
0,740500 0,74082 
0,669333 0,67032 
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x)' 


a de En 142% 43x 2d. 


co io rines 


DN SUS HACE A o 

ie [a a x y E 

arctanx= PC yx ma O 
.9=0 ? : A. 


pa ld Pe, 
MONTA Ar Br 


e . E 


(In? de, 


na Ez 


4. MULTIPLICACIÓN DE SERIES DE 
POTENCIAS 


Sean las series de potencias f(x) = $ ax” 
n=0 


convergente sobre el intervalo l y g(x) = E b,x” 


convergente sobre el intervalo J, entonces la serie 


1008) = Ec x”,C, = Zap b,, es convergente 


sobre InJ. 
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Es decir, 
109800 -( y an] $ bar") 
n=0 n=0 
= (ay +ayx+azx? +...)(by +byx +b3x? +...) 


= aby + (ayb, +bya,)x+(apb, +a pb, +a7bp)x? + 


Ejercicio 

Determinar el término de tercer grado en la 
expansión en la serie de Mac-Laurin de 
A(x)=e*"senx 


Resolución: 


2! 


ix y 
ENERO 
3! 51 7! 


y *x* y 
esenx=]| l+x+—+— ++... 
3! 4! 


1 
Por lo tanto, el término pedido es ga 


5. DIVISIÓN DE SERIES DE POTENCIAS 
Sean las series de potencias f(x) = y a, x” 
n=0 


y 280) = y b,x” la división de estas series está dado 
n=0 


; los coeficientes Cc, podemos 


donde a, = 2 bp 
E 


CAPÍTULO IX Sucesiones y series 
——____ ___Z q OOO Aucesiones y series 


Ejercicio 1 

Determinar el coeficiente del término de quinto 
grado en el desarrollo de la serie de Mac-Laurin 
de tanx. 


Resolución: 

xo y 
x—+t-t+ 

senx 3! 5! 7! 

tan x= = == 

Cos Xx E 
14H AÑ 4 

2! 4! 6! 


Supongamos que 


> n 2 3 4 5 
tanx= E. c,x = q ECO A CI RCA E AO 
nl 


entonces 
(c +0 + cx + eya?) pp É E 
e [Co +C; 2 3 TNT 
a y y 
SS 
3! 5! 7! 


Co tex +] e lle 
e to 1 2 21 3 21 


De aquí, comparando estos desarrollos tenemos: 


Cc¿=0 
c¡=1 
€ 
e riaid > C,= 
a E A 
TAS E 
G3,a_ 1 ¡O | 
Cs - HA] OE A E 
21 4! 51 20 6 24 


Luego, tanx = 43 e he. 


2 
Por lo tanto, el coeficiente buscado es igual a 15* 


Ejercicio 2 
Calcular el valor de la siguiente serie: 


pa pe ad + 
41) 16(QD 64(3) “” 


Resolución: 
De la serie exponencial obtenido en base a la serie 
de Macol, au RSQtir3e uc 13. 


Ahora para: x= - 


Se tiene: 
A 
4(10 16(2) 643) “” 
3 
S=e* 


Ejercicio 3 
Calcular la siguiente serie: 


Resolución: 
De la serie de Mac-Laurin se obtiene: 


3 4 
inCl+)= 4-2, a 
x 3 4 


Ahora para x=1 


a 
o A 
7 


-. S=In2 
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Problemas Pesueltos 


Problema 1 
Indicar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones. 


se 5 
I.. La sucesión (a,), con a, = converge a 3. 


he n , 
IL. La sucesión (b,), con b, = es monótona 


9n 
creciente. 
2 
II. La sucesión (c,), con ES es 
(n+D 
acotada. 
Resolución: 
: . + 
L lima, =lim an ES 
N>0 Nn->00 n 


Por tanto, (a, ) converge a 3. 


IL b, 5 y Dn. Ez 
Sabemos que 
3n>1 
4n>n+1 
2%(4n)>2"(n+ 1) 


n n+1 
Sá > 21) 


yn _Yn+1 
cd ga 
Da b 


-. (b,) es monótona decreciente. 


n+1 


_n242n+1+2_(n+D"+2 


HL LD 
E (n+ 1D? (n+D? 


Cc A 


A (n+D? 
entonces 0<c, <2. 
», (c,) es una sucesión acotada. 
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Problema 2 
Sean las sucesiones cuyos términos enésimos 
sean: 


2n-1 
a, = 
n 
hs 
n 


tal que a, <€C, <b, 


Halle el punto de convergencia de (c,,) 


Resolución: 


Como lima, =limb, =2 


Nn> n>0. 


Aplicando el criterio del emparedado lim c, =2 
n>o 


.. (c,) converge a 2. 


Problema 3 
Demostrar que la sucesión (a,) diverge 
a, = Yn! 
Resolución: 
Sabemos que: n!=y2rn e ”n” 
n! = 27m en 
27 n_ 
lim Yn! = lim 27/27 
N>3w N-300 


Recordar que lim Ym =1 
M->300 


Problema 4 
Si la siguiente sucesión (a,)n>1, tal que 


a,=3x+(n+1)(y+3), xeR es creciente. Dar el 
valor de verdad de las siguientes proposiciones: 


L. ye<-3+%0> 
IL. ye<-=%,3> 
IIL yeR 


CAPÍTULO IX Sucesiones y series 
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Resolución: 
Sabemos que: 


a,=3x+(n+1)(y+3) 
a+ =3x+(n+2)(y+3) 


Corno a, es creciente, entonces 
a.<an+1 


3x+(n+1D)0/+3) <3x+(n+2)(y+3) 
0 +3) (n+1-n-2)<0 
0+3ED<O 
y+3>0 
y >-3 
“. yE<-—3, +00 > 


L Es verdadero. 


IL. Es falso. 
TIL. Es falso. 
Problema 5 


vn? +3n+5-3 
2n-2 
Calcular una cota superior de la sucesión. 


Sea la sucesión (a,,) tal que a, = 


Resolución: 
n +3n+5_3 
. -$h n n 
a 7 
n 
E, 
= lim n_n 
Nn>o 9-2 
n 
ea 
2 


Por lo tanto, una cota superior de la sucesión (a,) 


1 
puede ser cualquier número real mayor o igual a 3 


Sea la sucesión (S,,) con S, =Yn? +2%n 
Halle el mínimo valor de n, a partir del cual la 
sucesión es creciente. 


Resolución: 
Sea f la función asociada 


0) =x28 4x3 
1 2 -1/3 4 -2/3 
f == ==X 
(x) el a 


1 2 


: 2 
r0=5( zas) 


] 2 x0B_2 
o >0 


> x>8 
-. el menor valor de n es igual a 9, 


Problema 7 
Calcular el punto de convergencia de la sucesión 


(a,) si: a 
Ñ (ERE 
p E AAA 
3 


Resolución: dl E 
m[ a ] 
3 


lima, = lime 


N>w n>» 


. 1 
Haciendo A =x 
e [ENE Y" 
lim In AAA 
x>0x | 3 ] 


Aplicando L'Hospital 
lim Y5 In V5+ 415" InV15+4/45* Inva5 
E e” VS 5 + las? 


InV5+InYIS +1n/45 
=e 3 


¿A 


=%YV5.5.3.32.5 
=V15 
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Problema 8 
Si p>0, aeR. 
Calcular el valor al cual converge la sucesión (b,), 


a 


n 
b, = 
"> (I+p) 


Resolución: 
Sea ke z*., tal que k>a, k>0 y además que 


n 
—=>2 
n>2k, % 


Sabemos que: 


a (My n(a-D..(m-k+D , np 
Hp) de y k! PE 
Entonces 

ap 
(1+p) ET 

1 2k ! 


Ñ (1+p) Ñ np* 


n* ASA 
E€——— <— A 
(+pY  p 


Como a—-k<0 
limn** =0 
no 
n* AS LIA 

o $ 
(1+pY"  p 

e A RO 

aa b CS. 


n 


ya que lima, =limc, =0, 


Nn>+ 


Aplicando el criterio del emparedado lim b, =0 


Problema 9 
n 


lx 
Si F(n) = qe ,xeN 
n 


Calcule lim F(n) 


n>0 
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Resolución: 
Sea 


A n 
a _n(a-D(n-2)..(n-x-Dlx 


nx +2 


F(n) = 


n(n—-DGMn-2)..(n-x-D 
n*(x+D(x+2) 


: AS: 
mA 


F(n) = 


Problema 10 
Calcule la suma en: 


Problema 11 
Determine la convergencia de la serie 


yan 
a nn 


Si ésta converge indique su suma. 


Resolución: 


La k-ésima suma o de esta serie es: 


1 1 


rela 


-) 


CAPÍTULO IX 


sj 


.. la serie converge y su suma es —1. 


Problema 12 
La suma de los infinitos términos de una 
progresión geométrica decreciente es 6, si la suma 


13 
de los dos primeros términos es 3: Halle el 


primer término de la progresión. 
Resolución: 


SealaPG. = a:ar:ar:ar:.. 


Como es decreciente |r|<1 


' a 
entonces su suma es igual a rs 6 


Además, a+a+r= > 


6(l-r)=a 
L , 
es 


Operando se tiene: 


fol > a=3 
2 


Problema 13 

Determine el valor al cual converge la serie 
1 

n=2 n(n-— 2)! 


3 


Resolución: 
1 =$ n-1 
a2 n(n-2)! n2 n(n- D(n- 2)! qe n-=2 


2 101 
A DI al 


Sucesiones y series 


Hallemos la k-ésima suma parcial de la serie: 


Lc 
a 


Luego, 


S= im tg] 
ko=[ ki! 


+. la serie dada converge a 1. 


Problema 14 
Sea la sucesión (a,) cuyo término enésimo está 
dado por la fórmula de recurrencia. 


1 
a=2 y  a,= gen 


Indicar el valor de 
a¡+az+az+ta¿+... 


Resolución: 
De la condición dada 


a¡=2 


E, 1 
cd > + 
ES 


serie geométrica 


aj+az+taz+ 
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Problema 15 


e n 
Sea la serie Y o 

sa" (n* +1) 
verdad de las siguientes proposiciones. 


IL. Si [a|>1, la serie diverge. 


: a>0 dar el valor de 


IL. Si [a|<1l, la serie converge. 
IL. WaeQ, la serie converge. 


Resolución: 
Apliquemos el criterio de la razón para esta serie, 
cuyo término enésimo es: 

n n+1 


a Aa) 


a"(n? +1) +D 


a"""(n”+2n+2)-n 


n+i 


0 


= lim 


N>» 


lim 


hi3 


Ya que el numerador y denominador tienen 
mismo grado el límite es igual a la división de sus 


coeficientes principales, entonces lim Unas =2. 
z 1 

Por lo tanto, la serie converge si A <l 

=> l<a (como a>0 = la|=a) 

=> laj|>1 
L  Esfalso. 
II. Es falso. 
IM. Es falso. 
Problema 16 
Dada 1. ión (a), tal a, =[ Mina) pa 

ada la sucesión (a,), tal que a, InGnb) 
Halle el punto de convergencia de la sucesión. 
Resolución: 
in(n) 
abn 
mn] 
an= | 
” | In(mb) 
á int) 
In(nb) + In b 
ada, = 
” In(nb) 
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In(n) 
a 
in, | ; 
=|1+ <rin 


a 
> In(nb) (nm) 


Vemos que lima, tiene la forma 1”, entonces 


n>. 


z lim (£()-)g(n) 
lima, =e""" 


N 00 
m2 
lim Ll co! 
=e 


In(nb) 


ñ SN lim 1n(m) 
=e b) n==In(nb) 


Por LHospital 


Problema 1] 


1 
(2n? + 3) 1- cos 


(n* +5) +) 


Calcule el valor al cual converge la sucesión (a,). 


Si a,= 


Resolución: 
Teniendo en cuenta las siguientes equivalencias 
en el infinito. 

2n?+3 <> 2n? 


1 1 
l-cos—=<> 
n 2n 


né+5 <> nÉ 


lim a, = lim 
hA=w30 N>:w (n*) 


+. la sucesión (a, ) converge a 1. 


CAPÍTULO IX 


Problema 18 


Determine el valor al cual converge la sucesión 


5 kisen— 
(S,) si Sa = dl E 


Resolución: 
3412 8 .. 4 
Sea a, = Y k“sen re una sucesión monótona y 


n=1 


lim b, = limn?=0>, ya que 


n>0 n>» 


a, =sen0+2*sen +3 sen 914... +n?sen[ 2 
2 3 n 


Por el criterio de Stolz-Cesaro 


; ud 
nella - no b,, =D. 
nsen[ 2 
= lim 
nn? -(n-1) 
Por equivalencias 
2(0 

"inj_o 
= lim = == 
n= 2n-1 2 


E 9 
-. S, es una sucesión que converge a 3 


Problema 19 

Sila sucesión ay; a); az; ay; ... es una sucesión 
convergente y cada término es la media 
aritmética de los que la preceden. Hallar el límite 
de la sucesión. 


Resolución: 
3-1 + An-2 


Por dato a, = 2 


Dando valores a n. 
2a3=a,+a, 
2a¿=a3+a, 
2as=a¿+a; 


2a, =4n-1 +an-2 


Sucesiones y serie: 


Sumando queda: a, ,+2a,=a,+2a, ... (*) 
Como (a, ) converge entonces 


lim a, = lima, =L 
N>0 n> 


Tomando límites en (*) 
3L=a,+2a, 


1 -21+27 


Problema 20 


Estudiar la naturaleza de la serie: 


Bn+2)m+ Di E | 
= n 
2 n+2n+1 
Resolución: 

El término enésimo de la serie es: 
(3n+2)(n+Dtg A 


n= 2n+1 


Por equivalencias 

1 
3n +21) — 
( 109) pa 


li = lim 
a (2n+1D 
=240 
2 


Luego, la serie es divergente, ya que no cumple 
la condición necesaria de convergencia. 


Problema 21 

Estudie la serie. Y L+C0Sn 
2 
n=1 n 

Resolución: 
Sabe 1+cosn > 2 
mos que 7 50 
——»-- A 
an b,, 


Por las p-series 2d, converge y aplicando el 
ñ= 
criterio de comparación, podemos decir que 


2 a, converge. 
n=1 
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Problema 22 


Indique el valor de verdad con respecto a la serie 


A 
na l+r 


r>0 


n? 


E. Six =1 la. serie diverse... 
IL. Sir >1 la serie diverge. 
II Si r <l la serie diverge. 


Resolución: 


L Si r=1, la serie diverge 


lima, =lim=+0 


n>+ 


Aplicando el criterio de la razón. 


o lanalo y 1er? 
lim 2% = lim 5 
n>.| a, ne] 4 y”? 
E 1 
EE a 
TOS r 
ror 
2 yl 
IL. Converge si: —<l 
r 
=> r>1 
E O 
[IL Diverge si: —>1 
r 
=> r<l 


Problema 23 


ya que 


Demostrar que limYa =1 cuando a>0. 


Resolución: 
Sea X, =YVa-1, VneN 


a=(l+x,) >1+nx,, VneN, 


entonces 


502 


Álgebra 


Consideremos dos casos: 


ES 
n 


Por el teorema del emparedado. 


lim x, =0 


n>.0 


> limYa =1 


IL. Si O<a<l => mp1 
n>oYa 


> A: 


io=da 
= lim Ya =1 


n—>3 


Problema 24 


1 


o 
71 ... 


1,1 
31 51 
Indicar el valor de verdad en las siguientes 
proposiciones. 

L La serie diverge. 

IL. La serie converge a cero. 

ll. La serie converge. 


Dada la serie 


Resolución: 


: ia De 1 
De la serie su término enésimo es a, = 


-(2n+D! 
Apliquemos el criterio de la razón. 
! 
lim [Sn = pim [Qn+D!_ 
n>*| a, | n>->|(2n+3)! 


Por lo tanto, la serie converge, pero no podemos 
decir a que valor, además no podemos decir que 
converge a cero ya que todos sus términos son 
positivos. 


Problema 25 


Halle el límite de la sucesión (a,) si 


(n -1)(n? -2)...(n? -n) 


2 (24107 +3)...(no+2n-1) 


CAPÍTULO IX 


Sucesiones y series 
_ z____Q__ o JUcesiones y series 


Resolución: 
Dividiendo el numerador y denominador por 


(n? y resulta: 


ol E 
: men n n n 
lima, + im 3 2n-1 
a al a 
n* n n 
p 2137 2 = 


_L2+3+,.n n(n+D E 
; n* e» ez 
= lim mszaara = im AS 
e e en 
Problema 26 
Determine el valor al cual converge la sucesión 
(b,) si: 
nó] +1 
4n+ Í ma] 
b, = 
n 
Resolución: 


nó-1 


| 
5 
lim b, = lim ¡enel . 
Nn>o Nn>30, n 


N=00 n 


La base tiende al (tm E) 


.. 


2 


n*+1 
lim| => Se es de la forma '”, que se 
SS 


resuelve así: 


=e”” nn == 1 
e 


1 
Por lo tanto, (b,,) converge a ye 


Problema 26 
Si se tiene la sucesión (S,) en donde: 
1 
S, = (5 + 73 )s+nin+2) 


Calcule el límite de la sucesión. 


Resolución: 


El límite de S, es de la forma oo” . 
Tomando logaritmos neperianos resulta: 


! 
lim InS, = lim ms em pe 
N—>300 


N>0 


- In(5+7n9) 
= lim == 
n>> 6 +1In(n +2) 


Por equivalencias: 


Como  limInS,=3 = limS, = e? 


n= N->2 


Problema 27 
Si la serie Za, diverge, entonces analizar la 
n=1 


convergencia de la serie: 


E 


yn ,2a,>0 VneN 
nl+a, 
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Álgebra 


Resolución: 
a 
Sea b, =;+- 
l+a, 


Puede suceder los siguientes casos (utilizaremos 
el criterio de comparación) 


l. lima,=0 y La,=> 
n>o. n=1 


Como ji Presdim a =1 


a l+ a, 2 


entonces ambas son divergentes. 


IL. Si lima, =aecR*-(0) 


im pops 
nara,  l+a y 


entonces ambas series divergen. 


IL lima, => 


no.» 


= lim 


Nn>+0 1 


a 


: co a 
lim b, = lim —2 
n->0 n>o +a, 


n 


Por tanto, YX b, diverge. 
n=1 


Problema 28 


Halle el intervalo de convergencia de la serie 


xr 


Resolución: 
Por el criterio de la raíz. 


n 


[E 
(l=* 


x 


l-x 


n 


entonces 
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L Sai O! Ñ 
uego, si 77 iverge y si 7 <1 converge. 


1 
Resolviendo X< 7: 


Problema 29 


x 
Demuestre que la sucesión ES es 


uniformemente convergente para xe<-11>. 


Resolución: 

AS e Anar 

= -1 |; m>n 
m n n m 

n m-n 

<|£ [nx 

ni m 

nan 

— +1 

n m 


tte 
m n 


nim N 
a 2 
Entonces, dado £ >0, existe N= E tal que 
o mn 
T—-—|¡<€ Vvm,n>N 
m 


la sucesión es uniformemente convergente 
en este intervalo. 


Problema 30 


1 1 1 
Dadalasen + z de 
ARSeo aaa 2343 3444 


Determine si es convergente o divergente. 


Resolución: 
La serie dada es : 
= 1 
A 
sa n+(n+D4n+1 


CAPÍTULO IX 


Sucesiones y series 


Sabemos que 


n+(n+DVn+1>(n+0v4na+1>n/n 


1 1 
—— > _->-—_—__—_—_ 
n/n  n+(a+DVYn+1 
ESE 

a b 


n n 


1 5 1 
Como la serie z a 25 =7 es convergente 


por las p-series, entonces SN el criterio de 


comparación la serie A también 
nl TENA 

converge. 

Problema 31 


Sea la serie de potencias 


Indicar el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones. 

L Si |xj<i, 
convergente. 

IL. Si |[x]>1, la serie diverge. 

IIL. Si Jx|=1, la serie converge. 


la serie es absolutamente 


Resolución: 
En la serie dada: 
312,87, a 


PR 
E TT n7+1 


Le Po n 
Su término enésimo es a, = Sen 


Al , entonces 


aplicando el criterio de la razón. 


( +1? -1)(n? + Dx nt 
(m+0* + )(n? -1)x" 


ali = lim 


Nao 


=k, 


entonces 
Si |x[<1 = es absolutamente convergente. 


Si |x[>1 => diverge. 


ÓN 
Sijx]=1= lima, =lim2, -=1%0 diverge. 
Re 2 


n>+ y + 


Problema 32 


Sean a y f dos números reales. Dar el valor de 
verdad con respecto a la serie 2an , donde 
00 ala +DC(a+2)...(a+n-1) 
"— p(p+D(B+2)..(P+n-D 
L Si a.=f, diverge. 
IL. Si fB>a+l, converge. 
IL Si B<a+1, diverge. 


Resolución: 


3 imp 2+9 121 
n>. a, no n+B 
Por el criterio de la razón no se sabe nada; pero, 
por el criterio de Raabe: 


hno 1) ti MÍ = 
no. An na» n+B 
Entonces 

a) Si f-a>1, B>a+1: converge. 

b) Si B-a<lI, B<a+l: divergente. 

c) Si B-a=1, PB=1+0: no se sabe. 
Por b) si B=a la serie diverge 


Problema 33 
Determinar el valor de verdad de las 
proposiciones 


I.. La serie $ yfl0gn converge. 
n=1 

Il. La serie $ Y nv/n converge. 
n=1 


ll. La serie y Yn+1 diverge. 
n=1 

Resolución: 

De acuerdo al problema 23. 


L  logn>l= lim ylogn =1+0 
n22 


1 nyYn>l=> lim Yn/n =1% 0 


Nn=>% 

HL n+1>1= limYn+1=1+0 
n>. 

entonces todas las series divergen. 
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Problema 34 
Determinar el carácter de una serie cuyo término 
general es: 
_n+2 
"o p4+1 
Resolución: 
Aplicando el criterio de Pringshein 
a - nn+2 
lim n%a, = lim —— 
n>o noe n?+1 
3rt 
si (n+2n 
0 3 
no7Al (a+ 1) 
Para 3a+1=9 
8 
a=-=>l 
3 


/. la serie converge. 


Problema 35 

Analizar la siguiente serie: 
y z ,abeR, az0 
n= ha +b 

Resolución: 


Por el criterio de Pringshein 


n” 1 
lim n“a, = lim =-,para a=1, 
n. a>=na+b a 


Por tanto es divergente. 


Problema 36 


Determinar la naturaleza de la serie. 


5 1-3-5-7..(2n—-D 
na 2-4-6..(2n+2) 


Resolución: 

1-3-5-7...(2n+1) 
ano 2:4:6..(2n+4) 
a a, im 357.(Qn-1) 
2-4-6...(2n+2) 

 2n+1 

= li = 

n>-2n+4 
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No se concluye nada, por tanto aplicamos el 
criterio de Raabe 


matar ll 2 
n>> a no 2n+4 


n 


-. la serie converge. 
Problema 37 


n 1 
x= YN-= 
Sea Y, Dx Demostrar que (x,) es 


convergente. 
Resolución: 
Veamos X X ! > 
OS Kai TX 
Rs "  (n+D)! 
> Xp+1 2 Xa 


Luego, la sucesión (x,) es monótona creciente. 


k=1 


1<x, = 


1 Ma 


k 


ok! 
Usemos: 2%'<k! Vk>1 


1 1 k-1 
> ES 


= (x,) es acotada. 


+. (x,) es convergente 


Problema 38 


Demostrar que (y,) es convergente si 


1 n 
Ya [197] . Luego halle lim y, 


CAPÍTULO IX Sucesiones y series 


Resolución: 
Demostración 
Por el Binomio de Newton 


nl on! 1 _(m-k+D.(n-Dn 1 
[ej (n-k)!k!tp* kt ni 
dd O 
E a ep 
k+1 k 141 
(Ep 


m1 k-1 11 
Yn+er 7 Yn = EL 


pa y PRE 9% ¡E a Vn 
n+1 n+1)(n+1) 
A ad 


=> (),) es monótona creciente. 


Y, =1+ As 2 


k=) n 


> y, SX,, VneN 


“. (Yn) esacotada superiormente, luego (y, ) es 
convergente. 


Más aún lim y, < lim A (5) 


No 


Vamos ahora a probar que 


lim y, 2 lim x, 


n>a- n>3». 


En efecto, sea me N (fijo arbitrario) 
Sea n2m, tenemos: 


> limy,>x,, Vne N 
n>. 


=> lim y, > lim x, (ee) 


ds Nao 0 mmm. 


De (*) y (++) 
lim x, = lim y, 


N 30 N> 
n 
z mv) =liml= 
No n n>e py! 
e = 2,7182 
Problema 39 
Aproximar la serie 
Lil dd, 
Sslaly2A 
a 
Resolución: 


Sabemos que 


l 


Pe =l+ torn 
+x? 


Como la serie es uniformemente convergente, 
podemos integrar. 


[Ey =jax—jxtdx+jxtax-... 
E O NN 

arctgx=x-— tot. 
o 53. 


arct tad 


==] 3 
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Problema 40 
Probar que la sucesión (x, ) cuyo término general 


1 a 
está dado por AOS) con a>0 


n 
representa la aproximación a la raíz cuadrada de 
a. 


Resolución: 
Demostración 


1 a 
De x= |x. +], 
n+1 a n =) 


entonces 


1 as 
x= n+t2a+ 7 +4a 


n 


¡ 2 
¿(== +12 3 


=> x21,>a, VneN 


n+1 
Luego, x?>a, Vn>2 


Por otro lado 


2 2 
> Xr+1 EX, Vn22 
> Xq. EX, 


Por lo tanto, (x,) es monótona decreciente y 


acotada inferiormente, luego es convergente. 


En Xa.: 5 +) VneN 


n 
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Problema 41 

Encuentre el intervalo de convergencia de la serie: 
sx 3Y 1 
palx+2) n* 

Resolución: 


Por el criterio de la razón se tiene: 


x+3 Y" 1 
=tim|L+2 n+D* 
x+3Y 1 
x+2) n' 
x+3 


4 
MEL 
x+2 (a) 


Para que sea convergente L<l. 


a, +1 


lim 


a, 


x+3 


x+2 


= lim 


E 


1 1 
-2<—<0 == 2 
> a > gr 


=> x<-7 
2 


+. el intervalo de convergencia es: 


(=> 


p roblemas Propuestos A es 
A PSSS e 


Sea la sucesión (x,) cuya regla de 


/n 
correspondencia es x, = a 
n+ 


Dar el valor de verdad de las proposiciones: 


L — (x,) es monótona. 
IL (x,) es acotada. 
IL. (x,,) es convergente. 


A) VFF 
D) VFV 


B) FVF C) VVV 


E) FFF 


Sean las sucesiones [a,) y [b,) con: 


1 
a, =(n+D? y a 


Dar el valor de verdad de las proposiciones: 


3 2 
n*+4n*+5n+3 
E TS 


IL. (a, ] es creciente 


2 
IL. (a,b, )= En 
n 


A) VFV 
D) VVF 


B) VWv CO) FVF 


E) VFF 


Dada la expresión: 


P._p3yp 
Ho pen 


Calcular H,(x) cuando n tiende a +00 . 


A) x B) 1 00 
D) —xP 7 E) n 


4. 


Halle el valor al cual converge (a,,) si 


n 


1 l 1 
a | ATC ANTAS" 4/28" 
WEA AA 
A) 247 B) 14 CO) YI 
D) 4 E) Y7 


Indicar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 


L Si y U, =A se cumple que 


n=l 
Y (U, +U,,, +U,,2)=3A-2U,-U,, 
n=1 
AeR. 
IL Si SU, converge se cumple que 
n=1 
o, converge . 
n= 3n 
lIl. Sia, +a)+...+a, +... diverge y lim a, =0, 
N>0 
entonces si 4,2,+4,a,+...+2,a,+... es 


; A 
convergente se cumple que lim 2An =0. 
h>» n 


A) VFV 
D) FVV 


B) VFF C) VVF 


E) VVV 
Dada la serie: 


yx, = 3 : 


TS, PE N 
n=1 == n(n+D(n+2)...(n+p) cb 


Indicar el valor de verdad de: 


L Para algún P la serie Y Xp , diverge. 
n=] 
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5 11. 
IL. Paratodo pe N la serie Y converge. 


n=1 


IIT. Es una serie convergente. 


A) VW 
D) FVV 


B) FFF C) VFV 


E) FVV 


so k 12. 
Si S es la suma de la serie Y (n-ey* con 
k=0 


3<n<4 y 2<e<3. 
Indique el valor de S(1- (r- eY) . 


AO 
De 


B) 1 O x 


E) o 


E AN 
Sea la sucesión (x,) tal que lim pi 
>: 


13. 
entonces la sucesión converge a: 


A) 1 B) -1 
D) converge a algún valor. 
E) no se sabe a dónde converge. 


O 0 


Sea (a, ) una sucesión, tal que ay, =4a, 


(A: cte) y lima, =0,entonces: 14. 


A) |Al21 B)A=01  C)/A|<1 


D) A<1 E) lA1<- 


Dadas las sucesiones (x,) y (yn) tal que 15. 


lim x,=0; y, = min(]x,1,1x21,-, Lp 1), 
entonces lim y, es igual a: 


n-32 


A) |x,1 
D) 1 


B x, O x, 


E 0 


Álgebra 
Calcule el valor de la siguiente sumatoria. 
999 
Y log m0 qa 
n= n 


A) 1 B) 3 


D) 0,5 


Cc) 0,3 
E) 1,5 


Determine el valor al cual converge la 


(+) 
0d y Tr 
sucesión (a, ) si a, = E 


n' 


A) r! 


D) r 


O o 
E) e 


Indicar el carácter de la siguiente serie: 


S Vl+n?—n 
n=l 


A) convergente B) divergente 


C) no se sabe 


D) diverge a 3 E) convergea eo 
Halle la suma de la serie 
co 1 
A) 1 B) a 0) a 
2 4 
D) z E) 
8 oo 


CAPÍTULO IX 


Sucesiones y series 
—_——_———__—_—_—_a_—_— _— __ _aQ_____ +22 2222 ICESIONES y series 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Calcule lima, 21. 
si 0) VneN. 

A) 1 BO O -1 

D) oo E) 2 


Indique el intervalo de convergencia de la 
serie: 


e 1 
2 

A) (0,2)  B) (22)  C)R' 

Do E) (-2,2) 22. 


Demostrar que la sucesión (a, ) con: 


_sennx 
*  n2+1 
es uniformemente convergente para todo 
Xx 


Hallar la suma de la serie: 


2 23. 
e=271 
E n(n+D ( ) 
A) e? B) e? C) 2e 
D) -2e E) e” 
Sea (x,) una sucesión de números 
complejos con x, (ey, luego con 
o qe 
respecto a la serie 2 (e ) se afirma que: 24 
n= . 


A) es divergente 
B) es convergente 
C) es monótona 
D) no es acotada 
E) es acotada 


Dar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
l. Toda sucesión (a,) acotada, es 
convergente. 
IL Si lim(a,,¡+a,, +ap.3)=3a, ae R 
Nn-—30 


> lima, =a 


N>0w 


IL Si a, <b, VneZ* yambas sucesiones 


convergen, entonces lim a, < lim b, . 
Nvo 


N>0 


A) FFV 
D) VVv 


B) VFV C) FFF 


E) VVF 


Para cada ne N, sea 0<t, <1, limx, =a 
Nn>+0 
y limy,=a, encontrar el valor de 
n>o0 


lim (t,Xp +(1=t,)y,). 


ma 
D) 1 


B) 2a 0) ' 


E) 0 


Discutir la convergencia de (P.,) 


P, =Va 8 -Y16... Coon 


Si converge calcule lim P, . 


Nn—>30% 


A) converge, 2* 
B) diverge 

C) converge, 2% 
D) converge, 2 

E) converge, 2%?! 


Halle el intervalo de convergencia de la serie 


n 


S 

(nx) 
o) B) (-0+00) C) (1) 
D) (=>; 0) E) (1D 
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25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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Si a, =Yn! es el enésimo término de la 


sucesión (ar). 
Halle el límite de la sucesión. 


AJO B) 1 CO o 
1 
D) 4 E) 4 
30. 
¿Qué podemos afirmar acerca de la serie 
rs E 
LH 4 — + 
21 31 4! 


A) Es divergente. 

B) No es absolutamente convergente. 
C) Es absolutamente convergente. 

D) Es alternante. 

E) No podemos afirmar nada. 


31. 
Calcular los valores de x en: 
L Nk Gp 
k=0 
Mi ¿Ll gr 
"o (k+D* 
para que las series sean convergentes. 
32. 
AI3; IL xeR 
BL1; Mn xez 
Q)lL-1; M xeR 
DI9; IL xeN 
Erc3; Ilox 
Calcular: 
30 33 
Y (k? -3k+7)+ Y (9k-k?-18) 
k=0 k=3 
A) 100 B) 150 C) 217 
D) -217 E) 115 33. 


Hallar la suma de la serie infinita sabiendo 
que es convergente. 


5 1 


a=(05 +) (+ x+D(n+x+2) 


r 


Algebra 


1 1 


A) B) 241D06+D 
Ox 
Dn E) - 


Calcular la siguiente suma: 


5 (Va+2-2/5+1+4m) 


A) 1+42 B)Y2-1 01 
D) Y2 E) 1-42 
a [sen tE 43] 
2 gr 
_o10 
A) 1 B) n 0) A 
1 
D) 72 E) senn 


Sea 0<a. Dar el valor de verdad con respecto 
a la serie LY ——5h 
n= l+a 


IL Converge, si 0<a<1. 
IT. Diverge, sia>1. 
li. Diverge, si a=1. 


A) FFV B) VVF C) VFV 
D) FFF E) FVF 
pe gru 
Calcule: ln] 
A) e B) ve? C) de 
1 
D 3 E) Je? 


CAPÍTULO IX 
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34. 


35. 


36. 


37. 


Calcule: 


38. 


Calcule: y 2 0 


7; M> 
n=0 (a+ na +n+1) 


A a B) - O -u 


D) — E) 1 


39. 
Estudie la convergencia de 


1 1 1 


L 1+ HTA 4 
2log2  3log3 nlogn 


-1 dE 
IL 1+3x+6+108+..+ 2 4 


con dd 
3 


A) 1 diverge 
B) L converge 
O) L diverge 
D) 1 converge 
E) LI 


II. converge 
IL. diverge 
IL. diverge 
Il. converge 
En 


Estudie la convergencia de 


a + a + 
2+a 4+2a 2"1+(n-Da 


loO1 11 
IL Hiatt tae 


A) L diverge 
B) I. converge 
C) 1. converge 
D) 1 diverge 
E) 11 


II. converge 
IL. converge 
IT. diverge 
IL. diverge 
”L. -1 


Estudie la convergencia de: 


cats ME 


=E tt + hato 


mess 


en los siguientes casos: 
L K<1l 
IL K=1 
III. K>1 


A) LI converge IL converge Ill. diverge 


B) 1 diverge IL. diverge III. converge 
C) I. converge IL. diverge  IIL converge 
D) 1. diverge IL. converge !Il. diverge 


E) IL converge —1l diverge IL diverge 


Discutir la convergencia: 


ES 1 
E) 
n= n"+a 


IL y ¡e 1) 
n=0 


UL 5 (Um +n+1-/n? 041) 
n=1 


1 
di a l-v/n- 5) 


A) L converge 
III. diverge 


IL. diverge 

IV. converge 

B) 1. converge 
III. diverge 


IL. converge 
IV. converge 


C) I converge Il. converge 


lIL diverge IV diverge 
D) 1 diverge IL diverge 
II. converge IV. converge 


E) L diverge IL converge 
II. converge IV. diverge 
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40. 


41. 


42. 


43. 


Sea: (()=3+3(1+)+3(+0%4301+0) +... 


donde: -2<x<0 calcule: 1(-3) 


A) 2 
D) 9 


B)7 03 


E) 6 


Estudie la convergencia de la serie 


$ nv/n 
24 6né+n+1 
A) converge Bn C) -1 
D) Yn E) diverge 


Determine si la serie: 


ES (nea 2Ak-D 
S (3 ] es convergente o diver- 


£ 2k-1 


gente. Si es convergente a que valor 
converge 


A) 2 pz do 
) 2x ) ) 120 
_37n mí 
120 )3 


Determine el valor de la siguiente suma 
O CAN NE Y PI 
Lata lo os 
e? al =) al 2) 
A O Y ALE 
+ 1-5 | +2 1] ]+ 
due) la) 
1 n 
donde e=Iim(1+=) 
N>00 n 


037 


1 
3 


A) 2 B) 2" 


D3 


A qué valor converge la serie: 


2.4 8 16 
Motor tana 
> 1002 14 


514 


45. 


46. 


47. 


Álgebra 


A) Ye 
D) Ye? 


A dónde converge la serie: 


e: 


(45) (5) +... 


B) Ye Cc) Ye 


E) Ye? 


A) M8 B)Y2 O) Ya 
D) Y E) 243 
A dónde converge la serie: 
so 1 2n-1 
Es) 
nal 4 
91 3 64 
Ns e O 25 
37 81 
D) 54 19) 99 
Sabiendo que se cumple: 
| e 
Leo 
Calcule lim Y. —¿ 
A) 2 B) e C) e” 
D) e-1 E) 1 


Halle el siguiente límite: 
n 
lim 


1 1 
lim 2 (ze sen a) 


A) escY3 +esc /2+csc1  B) esc /3 
C) esc 1 
MI. ES - 


CAPÍTULO 1X Sucesiones y series 
—_—_—_—_—_———— OOOO, cesiones y series 


49. Calcule: S 1 
1 1 1 1 54. Calcule: 2, n?-1 
= + + + +. nR 
145 215.6 316.7 4178 
1 1 3 
A) 3 B) 5 Ez 
Nota: esp de dE JE 
1 21 3! 4! 
3 3 
D -4 E) a 
17 90 97 
A) 3e-= B)3e-= C) 3e-% 
) 3e E ) 3e 5 ) 3e 7 
S 2n+1 1 
89 55. Icule: a AA SS 
D) 3e - $6 E) 3e- 7 alcala Ea: E) 
13 12 
Es A AO B) 2 O -3 
50. Sea la serie alternada: Y, ii D) 1 E) -1 
n=1 
Averiguar si es convergente o divergente. 
5 7n+3 
56. Calcule: IA 
A) Convergente 2 n(n + D(n+ 3) 
B) Divergente HE y ya 
C) Oscilante e de ) 7 Es A : 
D) Diverge a + oo 
E) Diverge a -—oo 
5 2n+3 
57. Calcule: HO 
i alqle: O-DM+3n 
51. Calcule: lim —(6+18+30+...+6(2n - 1) 
pod A) 1/5 B) 3/2 C) 65/36 
A) 1 B)0 0) -1 D) 1 E) -1 
D6 E) 6 
Ss 2943" 
52. Calcule: 58. Calcule: 4, Gn 
lim (Pipi +2) A) 1/2 B) 1/4 C) -1/4 
ne*12 3 4 9 8 27 2n D) 3/2 E) 0 
A) 1 B) 1 (9) 1 lA Un Y? 
2 3 4 59. Calcule: io 232) 
D) E E) a 
2 2 A) Vab B) Ya Cc) vb 
.e 1 Dal EJ O 
53. Calcule: Ze nm+DM+3 
60. Calcule: lim A NA 
1 1 n= 2 4 8 2” 
yy B)-3 qu A) -1 B) 1 00 
DO E) -1 D) 2 E) 1/2 
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